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ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРА 


Среди идей, имеющих сейчас хождение в математических кругах, 
идея создания монографии, посвященной теории пучков, является, 
несомненно, одной из наименее оригинальных: большинство специа- 
листов имело в разное время намерение осуществить ее, и даже из- 
вестно несколько публикаций, в большинстве своем отпечатанных 
на ротаторе (как будто это нелегальная литература!), которые посвя- 
щены этому вопросу. Самые известные из них принадлежат А. Кар- 
тану, Но мы напрасно искали бы полное изложение, содержащее 
подробные доказательства всех теорем. Поскольку аппарат теории 
пучков проникает в самые разнообразные разделы математики, подоб- 
ное положение не может быть более терпимо лицами, применяющими 
эту теорию. Вот почему специалист по функциональному анализу 
предлагает, наконец, полное, точнее, менее неполное по сравнению 
с другими, изложение теории пучков — with a vengeance! 

Очевидно, что подобная книга была бы совершенно бесполезной, 
если бы она адресовалась только к специалистам по теории пучков 
или даже, учитывая наличие внетопологических приложений, если бы 
она предполагала у читателя знание классической техники алгебраи-. 
ческой топологии. Поэтому мы стремились написать книгу, не требую: 
щую яикакого знания алгебраической топологии, и были вынуждены” 
поместить перед изложением собственно теории пучков главу, посвя-` 
щенную гомологической алгебре. т 

Мы надеемся, что эта глава будет полезна для некоторых кате- 
горий читателей. В ней, кроме обычных сведений относительно точных 
последовательностей, функторов, комплексов ит. д., рассматриваются 
следующие три важных вопроса: теория спектральных последователь- 
ностей ($ 4), теория функторов Ext и Tor ($ 5) и теория симпли- 
циальных комплексов ($ 3). Наше изложение теории спектральных 
последовательностей и функторов Ext и Tor значительно короче и 
менее полно, чем изложение А. Картана и С. Эйленберга в их не- 
давно вышедшей книге *). Что касается „симплициальных комплексов“ 
то здесь имеются в виду цепные (или коцепные) комплексы, в ко- 
торых определены „операторы граней“, позволяющие формально произ- 
водить классические вычисления с симплексами. Такие комплексы 


1) См. Картан А., Эйленберг C,, Гомологическая алгебра, ИЛ, 
‚ 1960. — Прим. перев. 
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встречаются не только в классической теории полиэдров, но также 
в сингулярных гомологиях, гомологиях Чеха!) и в теории пучков. 
Более того, как показывают недавние работы Кана, они, по-видимому, 
образуют естественную область, в которой имеет место содержатель- 
ная теория гомотопии. Можно утверждать, что общее понятие „сим- 
плициального комплекса“ (принадлежащее главным образом Эйлен- 
бергу и Зильберу) призвано играть важную роль в алгебраической 
топологии. В $ 3 содержится, в частности, более или менее полное 
изложение теории произведений (декартовы произведения и ‹>-произ- 
ведения) — изложение, единственная оригинальность которого состоит, 
без сомнения, только в том, что оно напечатано. Мы не сочли воз- 
можным включить в этот параграф теорию операций Стинрода. Ее 
можно будет найти во втором томе этого труда, когда в нашем рас- 
поряжении будет необходимый аппарат (когомологии групп, простран- 
ства с группами операторов, сингулярнье гомологии и т. д.). 

Собственно теория пучков занимает вторую половину этой книги. 
Для удобства читателей, знакомых с имеющимися изложениями теории 
пучков, мы дадим сейчас некоторые указания относительно приме- 
няемых нами методов ввиду того, что они значительно отличаются 
от уже известных и являются более сильными. 

После двух параграфов, содержащих общие сведения о пучках 
множеств и пучках модулей, мы занимаемся в $ 3 центральной про- 
блемой теорни пучков, а именно проблемой „продолжения“ и „подъема“ 
сечений в пучках. С точки зрения этой проблемы кажется существен- 
ным, благодаря своей простоте и полезности, понятие вялого пучка. 
Пучок cf над пространством Х называется вялым, если всякое сече- 
ние пучка of над открытым множеством из Х можно продолжить 
до сечения над всем Х. Всякий пучок oF можно вложить в вялый 
пучок (например, в пучок ростков всех, не обязательно непрерывных, 
сечений пучка of ), и если имеется точная последовательность 


0—9 8-—«!->... 


вялых пучков абелевых групп, то сечения этих пучков над каким- 
нибудь открытым множеством снова образуют точную последователь- 
ность. Для паракомпактных пространств важно также иметь более 
слабое понятие мягкого пучка. Пучок «Я называется мягким, если 
всякое сечение oF над замкнутым множеством продолжается на все 
пространство. Это понятие, по-видимому, должно с успехом заменить 
понятие тонкого пучка, которое играло важную роль в прежней 
теории. Если имеется точная последовательность мягких пучков абе- 
левых групп над паракомпактным пространством, то сечения этих 


1) Правильнее называть их гомологиями Александрова — Чеха. В нашей 
литературе применяют также термин „спектральные гомологии“. — рим, 
перев. 
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пучков над замкнутым множеством также образуют точную последо- 
вательность. 

В $ 4 для всякого пространства X (не обязательно отделимого) 
и для всякого пучка J абелевых групп над Х определяются группы 
H"(X; A) и доказываются их основные свойства. Имеем прежде всего 


Н%(Х; £)=T (A), 
где ['(.4) — группа глобальных сечений пучка v€. Каждой точной 
последовательности О en eee | 
соответствует точная последовательность когомологий 
2. > AMX, A> Н"(Х; > Н"(Х; > AMX №-.... 


Наконец, имеем Н"(Х; A)=0 для n>] 


если €— вялый пучок (или если Х паракомпактно, а of — мягкий 
пучок). Возможность определения групп когомологий, обладающих 
этими свойствами, без всяких предположений относительно Х 
была впервые показана Гротендиком в 1955 г., который основывался 
на том, что всякий пучок можно погрузить в инбективный (в смысле 
гомологической алгебры). Поскольку эти исследования Гротендика 
будут опубликованы в ближайшее время!), мы предпочли вместо 
инъективных пучков использовать вялые пучки, которые, очевидно, 
особенно удобны для изучения функтора —>T(A). Оказывается, 
что для любого пучка 6 можно построить каноническим образом 
вялую резольвенту : 


0- 4> @"(Х; D- CX ®)->..., 
являющуюся „точным“ функтором по отношению к <4. Полагая 


CX; №)=Г(@*(Х; м)), Н"(Х; Я) = Н"(С*(Х; A), 


мы получаем, совершенно элементарным способом, три основных 
свойства групп когомологий. 

Параграф 4 содержит также доказательства (использующие спек- 
тральные последовательности) знаменитых „основных теорем“. В част- 
ности, доказывается, что всякая резольвента 


00> t> Po т-... 
пучка v€ порождает канонические гомоморфизмы 
Н"(Г (g")) > Н"(Х; A), 
которые являются изоморфизмами, если _бРР — вялые пучки (или мягкие, 


в случае, когда X паракомпактно). Это показывает, что для опреде- 
ления групп Н"(Х; A) не обязательно выбирать „каноническую“ вялую 


‘) См. Grothendieck А., Sur quelques points d’algébre homologique, 
Tohoku Math. J. 9 (1957), 119—211 (имеется русский перевод: Гротен- 
дик А., О некоторых вопросах гомологической алгебры, ИЛ, М., 1951). — 
Прим. перев. . 
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резольвенту пучка of. Наконец, мы детально рассматриваем точную 
последовательность когомологий, связанную с замкнутым подпростран- 
ством, а также различные дополнительные вопросы, а именно соот- 
ношения между когомологиями подпространства и когомологиями 
его окрестностей,‘ когомологии со значениями в индуктивном пределе 
пучков, спектральную последовательность расслоенного пространства, 
когомологическую размерность. . 

В параграфе 5 изучаются соотношения между группами Ы” (Х; 4) 
и Н"(Х; ®), полученными по методу Чеха (этот метод, как известно, 
дает удовлетворительные результаты только для паракомпактных про- 
странств или же для специальных категорий пучков). Мы показываем 
прежде всего, что каждое покрытие \ пространства Х, которое либо 
открыто, либо замкнуто и локально конечно, определяет резольвенту 
@*(U; 4) для всякого пучка « над Х. Это приводит к каноническим 
гомоморфизмам Н” (И; М)—Н”(Х; 4), которые определяются с по- 
мощью некоторой спектральной последовательности. Переходя к пре- 
делу, мы получаем спектральную последовательность, связывающую 
когомологии Чеха с „хорошими“ когомологиями. Отсюда вытекает 


изоморфизм Н"(Х; 4) = Н"(Х; A), 


справедливый, во-первых, для всякого пучка, если Х паракомпактн, 
и, во-вторых, для любого Х, когда для заданного пучка « найдется 
„достаточно много“ таких открытых в Х множеств, что для всякого 
их конечнсго пересечения U имеем 


Н"(И; )=0 для п>1. 


Этот последний результат, принадлежащий А. Картану, позволяет 
утверждать, что для когерентных алгебраических пучков, изучавшихся 
Ceppom, когомологии Чеха совпадают с „хорошими“ когомологиями. 
С другой стороны, мы смогли доказать без всяких предположений 
о пространстве Х известный результат Лере, согласно которому для 
заданного покрытия 9 ==‘M,) пространства Х, такого, что 


A" (Mi, п din ПМ, ; A) = 0 для n>, 
гомоморфизмы Н"(9 A) > H"(X; A) 


являются изоморфизмами, когда 3 либо открыто, либо замкнуто 
и локально конечно. 

К сожалению, мы не смогли найти доказательства, которое было бы 
применимо одновременно к обоим этим случаям: в случае открытого 
покрытия Yt нужно изучать двойной комплекс C*(M; @*(Х; A)), 
а в случае замкнутого 9 — двойной комплекс С*(Х; @*(M; м)), 
где @* (IR; И) — резольвента пучка <4, определенная посредством It. 

В $6 на пучки распространяются понятия декартова произведе- 
ния и ›-произведения. Легко проверить, что для заданных пучков fh 
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и % над произвольными пространствами Хи У тензорное произве- 
neue канонических резольвент фи Я есть резольвента для тензор- 


ного произведения AD B (символ @ обозначает, что AQF есть 
пучок с базой X ЖИ). Это дает отображения 


НР(Х; AX HUY; ®) > НР ХХ У; ABP), 


обладающие всеми свойствами, которые мы вправе ожидать от декар- 
това произведения когомологий. В случае Х==У, рассуждая анало- 
гично или же используя декартово произведение и диагональное 
отображение, получаем ‹›-произведение 


НР(Х; ®Х Н(Х; %)—> НР(Х; A® F). 


Отметим также одно существенное обстоятельство. Для всякого 
пучка ‹{ над пространством Х существует вялая резольвента 


ОА ях; A) ..., / 


которая является точным функтором по <4 и дифференциал кото- 
рой определяется некоторой полусимплициальной структурой 
(т. е. операторами „граней“ и „вырождений“, формально аналогич- 
ными соответствующим операторам в теории полусимплициальных 
комплексов Эйленберга — Маклейна — Зильбера). Если использовать 
эту резольвенту для определения групп когомологий, то найдем, что 
явные формулы для ‹›-произведения в теории пучков остаются теми же, 
что и в классической симплициальной теории '), а именно, 


FDS Cog ee, X pig) = F(X; wor My) QO (Хр, + --, Lyi gh 

Это замечание имеет не только чисто методическую ценность, пока- 
зывая, что мультипликативная теория пучков является частным слу- 
чаем общей теории „симплициальных“ комплексов; оно интересно 
также тем, что позволяет автоматически переносить в теорию пучков 
всякое понятие, основанное исключительно на существовании симпли- 
циальной структуры. В частности, становится ясным, что в теории 
пучков можно определить операции Стинрода, поскольку для их 
определения достаточно симплициальной структуры и диагонального 
отображения. Этот вопрос, как мы уже отметили выше, будет по- 
дробно изложен во П томе настоящего труда. 

Наконец, $ 7 содержит краткое изложение теории инъективных 
пучков, производных функторов и спектральной последовательности 
для функтора Ext, которая необходима в алгебраической геометрии ?). 


1) To же самое, разумеется, справедливо и для когомологий Чеха; к со- 
жалению, метод Чеха дает удовлетворительные результаты только для пара- 
компактных пространств. 

2) Значительно более полные результаты (особенно о ‚„когерентных“ 
те модулей) можно найти в работе Гротендика (см. примечание 1 на 
стр. 
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Из сказанного выше искушенному читателю` будет ясно, что наше 
изложение теории пучков значительно отличается от изложения Лере 
и Картана, хотя основные идеи, бесспорно, принадлежат этим авторам. 
По-видимому, можно считать, что теория пучков приняла практически 
завершенную форму, поскольку, с одной стороны, она достигла, ве- 
роятно, максимальной степени общности и, с другой стороны, ее 
методы во многих отношениях стали значительно более простыми, 
чем методы более ранних авторов. Однако не следует забывать TY 
роль, которую они сыграли; ясно, что наше изложение отличается 
от изложения Лере и Картана в большинстве случаев лишь улучше- 
нием деталей '). Наиболее важным шагом на этом пути. было, по- 
видимому, построение разумной теории, имеющей смысл для всех 
топологических пространств. Этот результат, как отмечено выше, 
принадлежит Гротендику, но, вероятно, вопрос не мог бы быть даже 
так поставлен без работ Серра по алгебраическим многообразиям. 

Чтобы иметь сравнительно полное изложение теории пучков, 
нужно было бы рассмотреть еще несколько важных вопросов: соот- 
ношения между пучками и сингулярными гомологиями, двойственность 
в многообразиях, расслоенные пространства и пучки с группами опе- 
раторов, когомологические операции и т. д. 

Ясно, что включение этих тем в настоящий том привело бы к зна- 
чительной задержке его публикации, поэтому они составят второй 
том этого труда, в котором можно будет узнать, например, как вы- 
числять группы гомологий сферы (Эту задачу, к сожалению, нельзя 
решить, пользуясь результатами | тома). 

Вполне очевидно, что эта книга никогда не увидела бы света без 
неоценимой помощи и вдохновляющей поддержки (хотя и не без 
вполне понятной заинтересованности) со стороны многих математиков, 
в особенности Бурбаки, А. Картана, Картье, Гротендика. и Серра. 
С другой стороны, первая редакция этого тома была написана в те- 
чение 1954/55 учебного года, когда автор занимал в Иллинойском 
университете пост приглашенного профессора и находился поэтому 
в особенно благоприятных условиях. Наконец, печатание этой книги 
оказалось возможным благодаря институту математики Страсбург- 
ского университета. Всем оказавшим помощь, близким и далеким, 
автор счастлив выразить самую горячую благодарность. 


1) Не входя в обсуждение истории предмета, следует напомнить, что 
некоторые основные идеи теории пучков и спектральных последовательно- 
стей были введены Лере в 1945 г. и в последующие годы. Общее понятие 
спектральной последовательности было затем сформулировано Кошулем. 
Первое связное изложение теории пучков, основанное на понятии „резоль- 
венты“, принадлежит А. Картану. Наконец, большую роль в развитии этой 
теории сыграло доказательство теоремы де Рама, данное А. Вейлем в 1947 г. 


УКАЗАНИЯ АВТОРА 


Для читателей, не знакомых с вопросами, которые рассматри- 
ваются в этой книге, будут, возможно, полезными некоторые указа- 
ния о том, как ее читать. 

Необходимо прочесть § 1и2 гл. Ги § 1 uw гл. И. Потом 
можно читать п. 3.1 гл. П (вялые пучки), затем п. 4.1—4.4, чтобы 
знать определения и важнейшие свойства групп когомологий с коэф- 
фициентами в пучке. После этого нужно прочесть § 4 гл. I (спек- 
тральные последовательности), а также ту часть § 3 гл. II, которая 
относится к мягким пучкам. Затем можно закончить чтение § 4 гл. П 
(самые существенные пункты — это п. 4,5—-4.10). 

Перед изучением когомологий Чеха полезно прочесть начало 
§ 3 гл. 1, в особенности п. 3.1—3.5. После этого при первом чте- 
нии $ 5 гл. П можно ограничиться п. 5.1, 5.3, 5.4, 5.5, 5.7—5.10, 
опуская все, что касается семейств носителей. 

В части, касающейся произведений в когомологиях, практически 
необходимо одновременно изучать конец § 3 гл. I (п. 3.6—3.12) и 
$ 6 гл. И, поскольку эти два параграфа тесно связаны между собой. 

Точно так же полезно читать одновременно $ 5 гл. Ги $ 7 гл. Il, 
пробуя в качестве упражнения действовать в произвольной абелевой 
категории, обладающей достаточным количеством инъективных объек- 
тов. Полезно также построить чисто функторные доказательства 
основных теорем 6 4 гл. П. 

Читатель, желающий познакомиться с некоторыми приложениями 
теории пучков или углубиться в некоторые аспекты этой теории, 
может обратиться к работе Серра о когерентных алгебраических 
пучках [Serre J. P., Ann. Math., 61 (1955), 197—278 1)], к работе 
Гротендика 2) и, наконец, к трудам семинара А. Картана 3), посвя- 
щенным функциям нескольких комплексных переменных. Можно 
также обратиться к недавнему сочинению Хирцебруха, изданному 
в хорошо известной серии Ergebnisse der Mathematik, которое 


Г) Имеется русский перевод: Серр Ж.-П., ae We rahe аи- 
ческие пучки, сборник „Расслоенные пространства“, 958, 
стр. 372—450. — Прим. ред. 

a См. примечание | на стр. 7. — Прим. ред. 

3) Cartan Н., Séminaire de Topologie algébrique de ГЕ. М. S., Paris, 
1951—1952. — Прил. ред. 
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содержит важные приложения теории пучков к теории компактных 
аналитических многообразий !). 

Заметим в заключение, что ссылки типа теоремы 4.9.3 указывают, 
что речь идет о п. 4.9 и, значит, о 6 4 из той же главы, если 
не оговорено противное, 


1) Hirzebruch F., Neue topologische Methoden in der algebraischen 
Geometrie, Berlin, 1956. По этим вопросам см. также Чжэнь Шэн-ш 9 Hb. 
Комплексные многообразия, ИЛ, M., 1961. — /7Трим. ред. 


ГЛАВА 


ГОМОЛОГИЧЕСКАЯ АЛГЕБРА 


§ 1. МОДУЛИ И ФУНКТОРЫ 


1.1. Точные последовательности модулей. 


Пусть А — кольцо с единицей, L, М — два левых А-модуло.. 
Множество гомоморфизмов модуля [ в М является абелевой груп- 
пой, которая будет обозначаться через Hom,(L, М) или просто 
Hom(L, М), когда это не приводит к недоразумению. 

Для заданного гомоморфизма f : Ё—> М положим 


Кег (р) = 1710), Im(f)=f(L), Coker(f) == M/f (L). 


Это снова левые А-модули. 
Последовательность 


.>L, tie. Пт | 


atl п... 


А-модулей и их гомоморфизмов называется точной, если Im(f,) = 
— Кег (+1) для всех п. Например, последовательность 


OSs 56 


точна тогда и только тогда, когда / — мономорфизм, g ——9TIMMOp-— 
физм !) и, кроме того, Im(f)=Ker(g). В этом случае L’ можно 
отождествить с подмодулем модуля L, а L” —c фактор-модулем L/L’. 


1.2. Свойства групп Hom(Z, М). 


В этом пункте рассматриваются левые модули над фиксированным 
кольцом A. 
Предположим, что заданы гомоморфизмы 


f:Vol, &:М->М’; 


') Гомоморфизм f: L > М называется мономорфизмом, если он взаимно 
однозначен или, что равносильно, если Кег (1) = 0. Он называется эпимор- 
физмом, если отображает L на все М или, что равносильно, если 
Coker (1) =0. Изоморфизмом называется гомоморфизм, являющийся одно- 
временно мономорфизмом и эпиморфизмом. Заметим, что автор употребляет 
для соответствующих понятий слова ,injectif*, ,surjectif« и ,bijectif*. Мы 
предпочли использовать указанные выше термины, уже ставшие употреби- 
тельными в нашей литературе. В случае когда речь идет об отображениях 
абстрактных множеств, мы говорим о „взаимно однозначных отображениях“ 
и 06 „отображениях на все множество“. — Прим. ped. 
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тогда можно определить гомоморфизм абелевых групп 
Ф 
Нот (f, g): Нот (Ё, М)-> Ном ([', М’), 


а именно гомоморфизм, который всякий и:Ё-—>М переводит 
в боио{: [" > М’. Этот факт выражают следующими словами: 
группа Hom(L, М) контравариантным образом зависит от Ё и 
ковариантным образом — от М. 

Группы Hom(L, М) обладают следующими двумя основными 
свойствами: 

Если задана точная последовательность вида 


0—> М! М> М”, 
то для всякого L соответствующая последовательность 
0—> Ном (2, М’) > Нощ (Ё, М) —> Нот (Ё, М”) 


точна. 
Если задана точная последовательность вида 


И > — [> 0, 
то для любого М соответствующая последовательность 


Hom(L’, M)<-Hom(L, M)<Hom(L”, М)<0 
точна. 
Эти свойства очевидны. 


. 


1.3. Проективные модули. 


Левый А-модуль [ называется проективным, если для каждой 
точной последовательности ~ 


0— X’ > X > X" +0 
соответствующая последовательность 
0-—> Hom (2, А”) —> Hom (LZ, X)->Hom(L, Х”) > 0 ; 


точна. В силу прелыдущего пункта проективные А-модули характе- 
ризуются следующим свойством: 

(PR) Пусть p:X—>xX”" — эпиморфизм. Тогда для каждого 
гомоморфизма f”:L—->X” существует такой гомоморфизм 
Т:Е—>Х, что f"=pof. 

Теорема 1.3.1. Для того чтобы А-модуль был проективным, 
необходимо и достаточно, чтобы он являлся прямым CAAZACMOM 
некоторого свободного А-модуля. 

Заметим прежде всего, что свободный модуль проективен, так как 
гомоморфизм свободного модуля L вполне определяется значения- 
ми (совершенно произвольными), которые он принимает на базисе 
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модуля Г. С другой стороны, ясно, что прямое слагаемое проектив- 
ного модуля проективно. Поэтому указанное выше условие является 
достаточным. Чтобы доказать необхолимость этого условия, пред- 
ставим проективный модуль L в виде L=F/R, где F — некоторый 
свободный А-модуль и ® — подмодуль модуля Р. Так как L проективен, 
то тождественное отображение L—> L можно разложить в композицию 
некоторого гомоморфизма Д — F и канонического отображения F — L, 
что доказывает наше утверждение. 

Из этой теоремы следует, очевидно, что всякий А-модуль 
является фактор-модулем проективного А-модуля. В дальнейшем 
($ 5) нам потребуется следующий, более точный, результат. 

Теорема 1.3.2. Если дана диаграмма А-модулей 


р’ р” 

у у 
OX’ > X > X” > 0 
у у 
0 0 


в которой строка и столбцы точны, а Р’и Р” проективны, то 
можно найти такой проективный А-модуль Р и такие гомомор- 
физмы Р’—>Р, РР", Р>Х, что диаграмма 


0—Р’>Р—Р”—0 


К 

0— X’ > X > X” +0 
411 
0 оо 


коммутативна и образована точными последовательностями. 
Для доказательства положим Р-=Р’ЖР” (таким образом, P яв- 
ляется проективным модулем) и определим гомоморфизмы Р’->Р 
и РР", исходя из этого разложения модуля Р в прямую сумму; 
получаем таким образом диаграмму точных последовательностей 


0 Р-Р P’ +0 


у у 
0— X’ > X > X” > 0 


у у 
0 0 


Для определения гомоморфизма Р->Х построим гомоморфизм 
P" —»> X так, чтобы диаграмма 


p” 
и | FOO. ПУБЛИЧНАЯ ) 
и НАУЧН-ТЕХНИЧЕСНКАН | 
Хм ИБЛИОТЕКА СССР | 


frre, FZ 
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была коммутативной (это возможно, так как Р” — проективный 
модуль и отображение Х-> Х” эпиморфно). Построим затем гомо- 
морфизм Р’—>Х как композицию Р’—> Л’ и Х’—Х. Существует 
(и притом единственный) гомоморфизм Р—Х, который на прямых 
слагаемых Р’и Р” совпадает с построенными гомоморфизмами. 
Очевидно, что этот гомоморфизм обладает требуемыми свойствами, 

В заключение отметим, что если кольцо А является кольцом 
главных идеалов, то всякий проективный А-модуль свободен и 
наоборот, так как в этом случае каждый подмодуль свободного 
модуля свободен. 


1.4. Инъективные модули. 


А-модуль [ называется инбективным, если для всякой точной 
последовательности 
0— № > X > X”" >0 


соответствующая последовательность 
0 <- Ном (X’, [) < Hom (X, [) < Нощ (Х”, [)<—0 


точна, Другими словами, должно выполняться условие 

(МЛ Пусть 7: Х’—>Х — мономорфизм, тогда для всякого 
гомоморфизма }': Х'’ —>[ найдется такой гомоморфизм }: ХЕ, 
что }’ = Го]. 

Это значит, что всякий гомоморфизм любого подмодуля модуля Х 
в L продолжается до гомоморфизма модуля Х в L. 

Теорема 1.4.1. Для того чтобы левый А-модуль L был 
инвективным, необ ходимо и достаточно, чтобы для всякого левого 
идеала [в Аи любого гомоморфизма f:1—>L существовал такой 
xEL, что fQ)=h-x для каждого KET. 

Это условие необходимо, поскольку f можно продолжить до 
гомоморфизма А-> L. : 

Обратно, предположим, что условие выполнено, и пусть X — He- 
который модуль, X’ — подмодуль модуля Хи /—гомоморфизм А” — Ё. 
Рассматривая пары (У, 2), где У является подмодулем X, содержа- 
щим Х’, а в — гомоморфизмом модуля У в L, продолжающим f, 
можно показать, используя теорему Цорна, что f допускает макси- 
мальное продолжение (У, 2). Если У отличен от Х, то можно ука- 
зать элемент х@Х, не принадлежащий У, некоторый левый идеал / 
в A (а именно множество таких AEC A, что A- x EY) и гомоморфизм 
в: /—[, а именно ^->2(^. x). По условию найдется такой элемент 
иЕЕ, что оон © У влечет за собой g (kx) = и. Но тогда g 
можно было бы продолжить на подмодуль модуля Х, порожденный Y 
и х, что приводит- к противоречию. 


SAL мс: 
1a ot: 
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Если, например, основное кольцо А является кольцом главных 
идеалов, то L инъективен тогда и только тогда, когда для каждого ^=Е0 
из кольца А энломорфизм х->^х модуля L эпиморфен. 

Теорема 1.4.2. Всякий А-модуль является подмодулем неко- 
торого инъективного А-модуля. 

Для доказательства рассмотрим кольцо Z целых рациональных 
чисел, аддитивную группу К всех вещественных чисел и Й-модуль 


Т= 8/7. 


В силу прелыдущего критерия модуль Т инзективен. Ясно, что 
всякую циклическую группу (конечного или бесконечного порядка) 
можно погрузить в Т. 

Пусть теперь L— левый А-модуль, построим 


P= Hom, (L, T); 
это, очевидно, правый А-модуль. Точно так же 
L= Hom, (L, T) 


является левым А-модулем; не менее очевидно существование кано- 
нического гомоморфизма r 
LL. 


Докажем прежде всего, что это отображение мономорфно. Для этого 
достаточно показать, что для любого x #0 из [ существует такой 
гомоморфизм / : [ >Т, что f (x) == 0. Пусть @ — циклическая группа, 
порожденная элементом х в абелевой группе L. Группа G вклады- 
вается в Т, что позволяет определить f на Ц. Но так как Т является 
инъективным модулем, то f продолжается на L, откуда и слелует 
наше утверждение. 

Представим теперь L как фактор-модуль проективного модуля F 
и докажем, что F является левым инъективным модулем. Действи- 
тельно, пусть’ А — левый А-модуль и f — гомоморфизм подмодуля А’ 


модуля X в A- -модуль Р. Переходя к дуальным объектам, получим 
гомоморфизм f: ЁЕ->Х’ и, в частности, так как Е вкладывается 
Bar, гомоморфизм F в Х’. Ho X’ является подмодулем X, 


а Т — инъективный модуль, поэтому Х’ есть фактор-модуль x 
В силу проективности Е гомоморфизму f: Е А соответствует 
гомоморфизм PX, который по двойственности определяет гомо- 
морфизм X—>F, прололжающий f, и тем более продолжение f 
на ХА. Справедливость теоремы вытекает из того, что [ является 


подмодулем в ЛР. 


2* 


ne 
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Мы оставляем читателю возможность убедиться с помощью пре- 
дыдущего результата в том, что модуль Ё инбективен тогда и 
только тогда, когда он является прямым слагаемым любого 
модуля, его содержащего. 

Очевидно, что для инъективных модулей имеет место результат, 
подобный теореме 1.3.2. Его формулировку и доказательство мы 
оставляем читателю. 


1.5. Тензорные произведения. 


Пусть 2 — правый А-модуль и М — левый А-модуль. Образуем 
‚ свободную абелеву группу (Ё, М), базой которой является мно- 
жество LX М, и рассмотрим в (L, М) полгруппу N,(L, М), nopo- 
жденную элементами вида 


(Ех, y)— (УС, У, 
(x, У-у”) — (Хх, У) — (x,y), 
(ха, у) — (х, ay), 


где x, x’, x"EL, у, у’, У'ЕМ иаЕА. Тензорным произведением 
модулей L и М называется абелева группа 


L@M=(L, ММА (Е, М. 


Образ пары (x, у) в Ё®М обозначается через хбу. Элементы 
А 

такого вида порождают [. 6% М, и имеют место формулы (x/ + x”) @ y= 
А 


=x’ @Oy+tx’ Oy, ..., соответствующие „соотношениям“, наложен- 
ным на свободную абелеву группу (L, М). 

Пусть G — некоторая абелева группа. Отображение f:L Х М-> 4 
называется билинейным, если для любого заданного у (соответ- 
ственно xX) отображение x—> f(x, у) [соответственно y—>/f(x, y)] 
является гомоморфизмом абелевых групп и если, кроме того, имеет 
место тождество f (xa, у) = f(x, ау) для каждого аЕ А. Например, 
существует каноническое билинейное отображение 


ЖМЕМ, 
А 
а именно (x, y)—>x@y. Более того, каждое билинейное отображе- 


ние LX M-»>G получается композицией предыдущего отображения 
с некоторым гомоморфизмом абелевых групп L@M—>G. 
А 
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Если рассматривать А как правый А-модуль, то для всякого 
левого А-модуля М имзет место канонический изоморфизм Аб М = М, 
| А 


получаемый отождествлением ат са. т. 

Пусть А и А’— два кольца, L и М — соответственно правый и 
левый А-модули, [’и М’ — соответственно правый и левый 4”-мо- 
дули. Пусть, кроме того, даны гомоморфизм колец и: А А’ и 
гомоморфизмы f:L—>L’ ия: ММ’, совместимые с и, т. е. Ги 
g — гомоморфизмы абелевых групп, удовлетворяющие условиям 


1 (ха) == 7 (<) и (а), &(ау=и (а) 8 (у). 
В этом случае найдется один и только один гомоморфизм 


Го: LOM-L’ SM’, 
A А’ 


который переводит хФу в f(x) @ г (У). 
Теорема 1.5.1. Если дана точная последовательность правых 
А-модулей 
X LyX Sax" 0, 


mo для всякого левого А-модуля У соответствующая последо- 
вательность 
xX У -181, Хоу 881, иду 0 
А А А 


точна. 

Положим /®1=/ и 5! == 5". Единственным нетривиальным 
пунктом в доказательстве является утверждение Ker(g’)clm(/f’). 
Положим М = f (X’)==Ker(g). Ясно, что Im(f’) является подгруп- 
пой в X@Y, порожденной произведениями тФу (тЕМ, уЕУ). 
Всякий х”СХ” представим в виде g(x), где х однозначно определен 
по модулю М. Можно, следовательно, определить билинейное ото- 
бражение X” XY >(X@Y)/Im(f) формулой (х”, у) > ху, где x 
определяется условием g(x)= x”. Это билинейное отображение 
определяет гомоморфизм X” @QY—>(X@Y)/Im(f’), который пере- 
водит g(x) @y в класс элемента x @y по модулю Im(f’). Компози- 
ция этого гомоморфизма с #1 == 5’ равна 0 на Ker(g’). Это, 
очевидно, доказывает включение Ker (5) <= [п (/’). 

Если гомоморфизм Х’— Х является мономорфизмом, то гомомор- 
физм Х’®У-> ХО, вообще говоря, не будет мономорфизмом. 
Однако он будет мономорфизмом, если У — свободный модуль. 
Вообще если левый А-модуль У обладает тем свойством, что для 
всякого мономорфизма X’—>X соответствующий гомоморфизм 
ХУ ХУ является мономорфизмом, то модуль У называется 
плоским. В § 5 мы дадим „внутреннюю“ характеристику плоских 
А-молулей. 
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1.6. Индуктивные пределы. 


Пусть Г — направленное упорядоченное множество). Предпо- 
ложим, что заданы множества Е, (1Е Г) и что для всякой пары (i, /), 
такой, что >], задано отображение 


i 
Л;:Е‚>Е» 
причем выполнены следующие условия „транзитивности“: 
i ри i j i ; к 
fi=). cana всех йо fp fee fp я УЕ. 


В множестве, являющемся объединением всех E;, введем соот- 
ношение эквивалентности, согласно которому будем отождествлять 
х ЕЕ; и х, ЕЁ, тогда и только тогда, когда можно найти индекс 
k<i,j, такой, что fp (x«;)—= 11 (х}). Соответствующее фактор-мно- 
жество называется индуктивным пределом?) множеств E, (относи- 
тельно заданных отображений fj); его обозначают 


Е=Им ind E,. 
р 


Для всякого i имеем каноническое отображение 
Ё:Е,—> Е, 


которое обладает следующими свойствами: 
j i gi а ; 
(a) ff =f о для i<j. 
(b) Для того чтобы /"(х;) = //(х;), необходимо и достаточно, 
1 : ° 
чтобы fz (X;) = /ь(х)) при некотором k <i, /. 

(с) Объединение в Е образов /!(Е;) совпадает с Е. 

С другой стороны, имеет место „свойство универсальности“: 
пусть заданы множество F и отображения #!':Е‚ > ЕР, такие, что 
# =h'of} для всех i<j; тогда существует такое отображение 
h:E->F, что №! == ро }! для всех i, и это отображение единственно. 


Если Е; являются группами (соответственно кольцами), a fj — 
гомоморфизмами групп (соответственно колец), то ясно, что на Е 
можно ввести (каноническим образом) структуру группы (соответ- 
ственно кольца) так, чтобы f! были при этом гомоморфизмами. 

Вообще предположим, что для каждого i€/ заданы кольцо А,, 
правый А,;-модуль L, и левый’ А,-модуль M,. Предположим, кроме 
того, что для [>] заданы гомоморфизмы колец 


i 
aj: A;—> A; 


') To есть частично упорядоченное множество, для каждых двух эле- 
ментов i, ] которого найдется такой ЁЕ/, что Ri, =). — Прим. ред. 

2) В русской литературе употребляется также термин „предел прямого 
спектра“. — Прим. ред. 
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и гомоморфизмы групп 
РЕ gy: М, —>М,, 


совместимые с ui. Пусть 


А = Ниша A,, =limindl,  M-+=limind M,. 


Тогда на L существует структура правого А-модуля, а на М — струк- 
тура левого А-модуля, причем отображения f’ и gi являются гомо- 
морфизмами абелевых групп, совместимыми с гомоморфизмами ко- 
лец и. 

При тех же предположениях существует канонический изо- 
морфизм 

о 

причем индуктивный предел в правой части равенства берется от- 
носительно семейства гомоморфизмов fi ® =), а указанный выше 


изоморфизм можно получить из рассмотрения гомоморфизмов 


fi@gi:L,@M,>L@M. 
А; А 


Проверка всех этих утверждений, не представляющая никаких труд- 
ностей, оставляется читателю. 

Отметим еще следующее утверждение, относящееся к тому же 
кругу идей: индуктивный предел точных последовательностей 
есть снова точная последовательность. Другими словами, пусть 
заданы индуктивная система колец A, и индуктивные системы моду- 
лей Li L,, Li, образующих для каждого { точную последователь- 


“ность 
| eee ee 
причем для i> / диаграмма 
коммутативна. Тогда, если положить 
Г = Пи шар, L=limindLl;  L” =limindZj, 
то последовательность -модулей и гомоморфизмов 
L'’->L->L", 


полученная очевидным способом из заданных точных последователь - 
ностей, , также точна. 
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1.7. Категории и функторы. 


В дальнейшем нам понадобятся некоторые сведения о катего- 
риях и функторах. Мы изложим их сейчас с возможно более „на- 
ивной“ точки зрения. 

Категория —это собрание ® объектов (которое может и не 
быть множеством в строго математическом значении этого слова), 
такое, что: 

(a) Для любой пары объектов X,Y Е ® задано множество Нот (Х,У), 
элементы которого называются гомомэофизмами объекта X в У. 
Вместо /СНош(Х, У) часто пишут 


: ХУ. 


(5) Каковы бы ни были объекты Х,У, ZER, определено ото- 


бражение 
Ном (Х, У) Х Ном (У, 7) >Hom(X, 7), 


которое обозначают ({, g)—>gof и называют композицией гомо- 
морфизмов 1). 
При этом должны выполняться следующие две аксиомы: 
(К!) Если заданы гомоморфизмы Г: Х—>У, в: УЕ, п: ZT, 
то 
ho(gof)=(hog)of. 


(К2) Для каждого XER существует такой гомоморфизм 
ex:X—>X, что exof=f для любого f:Y>X и foex=f для 
любого Г: Х-—>У (говорят, что ех есть тождественный или еди- 
ничный гомоморфизм объекта Х в Х; обычно его обозначают че- 
рез е или даже 1, если контекст дает возможность избежать недо- 
разумений). 

Например, топологические пространства образуют категорию, 
если определить Нош(Х, У) как множество непрерывных отобра- 
жений пространства Х в У, а композицию гомоморфизмов так, как 
это обычно делается. Точно так же левые модули над заданным 
основным кольцом образуют категорию при естественном определе- 
нии множеств Hom(X, У) и композиции гомоморфизмов. 

Пусть Х и У — два объекта категории ®. Гомоморфизм и: Х—>У 
называют изоморфизмом объекта Х на У, если существует гомо- 
морфизм о: Y > X, удовлетворяющий условиям 


uov—ey, Фой =€Ne 


Каждой категории ® соответствует дуальная категория RX", опре- 
деляемая следующим образом: объектами категории R* являются 


1) Некоторые авторы говорят ‚морфизм“ вместо „гомоморфизм“. 
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объекты из ®, но если ланы два таких объекта Х и У, то ®*- 
гомоморфизмом Х — У будет, по определению, %-гомоморфизм 
Y—X. Композиция гомоморфизмов в Я* определяется так же, как 
в категории ®. 

Пусть ® и ®” — две категории; пол ковариантным функтором 


Е: oN 


понимают задание объекта Р(Х)Е Я для каждого ХЕЯ® и гомо- 
морфизма Р (и): Р(Х)>ЕР(У) для каждого гомоморфизма и: Х—> У. 
При этом должны быть выполнены следующие два условия: если 
и — тождественный гомоморфизм, то и Е(и) — тождественный 
гомоморфизм; 

F (uo 0) = Е (и) Е (9) 


всегда, когда это соотношение имеет смысл. 

Например, для каждого ACK формула Х->Нот (А, Х) опреде- 
ляет очевидным образом ковариантный функтор на ® со значениями 
в категории всех множеств. 

Для заданных ковариантных функторов Р:®—%’ и С: >’ 
очевидным образом определяется композиция функторов Go Р : > Я". 

Если заданы два ковариантных функтора, F,G: R> 8, TO 20- 
моморфизмом (или естественным преобразованием) функтора F 
в С называют задание для каждого ХЕ® гомоморфизма Т(Х: 
> F(X) > G(X), такое, что, каковы бы ни были Х, УЕ%ииЕ Ном (Х, У), 
следующая диаграмма коммутативна 


F(X) — МР (У) 
T(x)| Ir) 
G(X) “.4(Y) 


В качестве примера рассмотрим категорию ®, два объекта A, BER 
и функторы X—Hom(A,X) и Х-Ном (В, Х). Каждый гомомор- 
физм Ё: А->В определяет гомоморфизм второго функтора в первый, 
который получается, если сопоставить каждому XER отображение 
u—> uot множества Нощ (В, Х) в Ном (А, Х). 

Предыдущие рассуждения применяются также к контравариант- 
ным функторам R—> K’, определяемым как ковариантные функторы 


RK”, 


1.8. Абелевы категории. 


Аддитивной категорией называют категорию ®, в которой для лю- 
бых Х, УЕЯ на множестве Нот (Х, У) определена структура абелевой 
группы так, что выполнена следующая аксиома: 
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(КА!) Каковы бы ни были X,Y,ZER, каноническое отобра- 

жение 
Ном (Х, У) Ж Hom (У, 2) > Hom (Х, 7) 

билинейно. 

Наиболее важными среди аддитивных категорий являются те, 
в которых можно разумным образом определить понятие точной 
последовательности. Мы сейчас покажем, каким образом это можно 
сделать. 

Рассмотрим гомоморфизм 


и: АВ 


в адлитивной категории Я. Назовем ядром гомоморфизма и пару 
(№, 7), образованную объектом NER и гомоморфизмом (который 
называют ›„каноническим“) ]:№М-— А, удовлетворяющую  следую- 
шему условию: для любого ХЕХ последовательность абелевых 
групп 

0-> Hom (Х, №) + Hom (X, А) “> Hom (Х, В) 


точна. Это, очевидно, означает, что для заданного гомоморфизма 
7: Х->А имеем wo /=0 тогда и только тогда, когда f разлагается 
в композицию гомоморфизмов 


ХИЪМЫЬА, 


и что, кроме того, это разложение гомоморфизма f единственно. 
Из этого определения немелленно следует, что пара (N, /) един- 
ственна с точностью до изоморфизма, т. е. если (№, /) и (№. Г) — 
два ядра гомоморфизма и, то существуют такие взаимно обратные 
гомоморфизмы 

1: М> М№,, i’: № —М, 


что f= fol, Л = се. 

‚Аналогично коядром гомоморфизма и называют любую такую 
пару (/, №), образованную объектом N*ER и гомоморфизмом 
Л:В—М№*, что для каждого YER последовательность абелевых 
групп 

0-> Ном (№, Y)—“>Hom (В, У) —“> Hom (А, У) 


точна. Это значит, что гомоморфизм g: В-—>У удовлетворяет усло- 
ВИЮ бой =0 тогда и только тогда, когда & разлагается в компо- 
зицию гомоморфизмов 


р: РН И У, 


и, кроме того, что это разложение единственно. Как и выше, легко 
видеть, что коядро гомоморфизма и, если оно существует, един- 
ственно с точностью до изоморфизма. 
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Будем предполагать теперь, что RK удовлетворяет следующей 
аксиоме: 

(KA2) Для каждого гомоморфизма и: А->В существует по- 
следовательность : 

Nao ВЕН: РЕ 
объектов из ® и гомоморфизмов, обладающая следующими свой- 
ствами: (№, Г) является ядром гомоморфиз.ма и, (Г, № — коядром 
и, (Г, р”) есть ядро гомоморфизма Г/(р,Г) — коядро j, и мы имеем 
и —= prop. 

Ясно, что для заданного и последовательность, существование 
которой утверждает аксиома (KA2), единственна с точностью до изо- 
морфизма. Говорят, что пара (Г, р") есть образ гомоморфизма и, 
а пара (р, Г) — кообраз и. 

Укажем главные следствия из аксиомы (KA2). 

Прежде всего в категории ® существует нулевой объект, обо- 
значаемый 0, который характеризуется с точностью до изоморфизма 
тем, что абелева группа Ном (0,0) состоит из единственного нуле- 
вого элемента. Для этого достаточно рассмотреть ядро единичного 
гомоморфизма X—>X для некоторого XER. 

Очевидно, Ном (0, Х) = Ном (Х, 0) =0 для любого ХЕЯ. 

С другой стороны, говорят, что гомоморфизм и : А-> В является 
мономорфизмом (соответственно эпиморфизмом), если его ядро 
(соответственно коядро) есть нуль. Предположим, что и — мономор- 
физм. Для каждого Х отображение Hom(X, А) —> Ном (Х, В), ин- 
дуцированное гомоморфизмом и, является в этом случае мономор- 
физмом, т. е. ио/=0 влечет за собой / =0. Очевидно, что это 
свойство характеризует мономорфизмы. Рассмотрим, кроме того, 
кообраз (р, Г) для и. Так как (р, Г) является коядром нулевого го- 
моморфизма, то для каждого УЕК гомоморфизм р индуцирует 
отображение Нот (Г, У) —> Нот (А, У), которое является изоморфиз- 
мом; следовательно, р есть изоморфизм объекта А на Г. 

Точно так же, если предположить, что ий — эпиморфизм, то по- 
лучаем, что канонический гомоморфизм р“:Г-> В есть изоморфизм. 
Поэтому, для того чтобы и: АВ был изоморфизмом, необхо- 
димо и достаточно, чтобы и был мономорфизмом и эпиморфиз- 
Mom. Отметим, межлу прочим, что, каков бы ни был гомоморфизм и, 
гомоморфизмы / и р”, фигурирующие в аксиоме (KAQ2), являются 
мономорфизмами, а гомоморфизмы р и / — эпиморфизмами. 

Рассмотрим теперь гомоморфизмы 


| А— ВС, 
такие, что vou=QO0. Пусть Г — образ и, а N—asgpo 9. Так как 
Фои==0, TO и разлагается в композицию 


Е 
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где вторая стрелка обозначает канонический гомоморфизм объекта N 
в В. Так как jouw аннулирует ядро и и так как j — мономорфизм, 
то и аннулирует ядро гомоморфизма и. Поэтому и разлагается в ком- 
позицию гомоморфизмов = 

А/М, 


где р обозначает канонический элиморфизм объекта A Ha /. В ре- 
зультате получаем, что существует вполне определенный гомомор- 
физм Im (и) —> Кег (9), такой, что и разлагается в композицию гомо- 
морфизмов 


А-> Im (и) Ker (9) > В. 


При этом ясно, что и — мономорфизм, так как при его компози- 
ции с гомоморфизмом Ker (<) —> В получается мономорфизм [п (и)-> В. 

Будем говорить, что последовательность (1) является точной, 
если Фои==0 и если и является изоморфизмом. Понятие точной 
последовательности, состоящей из произвольного числа членов, вы- 
водится отсюда очевидным образом. 

Например, гомоморфизм и: А-> В является мономорфизмом тогда 
и только тогда, когда последовательность 0-> А—> В точна. Ка- 
ков бы ни был и: А-> В, имеем точную последовательность 


0-> Ker (u) > A—“» B-» Coker (и) > 0. 


Все соотношения, справедливые для точных последовательностей 
модулей, являются справедливыми и здесь '). 

Рассмотрим, с другой стороны, две категории ® и Я”, удовле- 
творяющие предыдущим аксиомам, и ковариантный функтор Ё :®->Я”. 
Говорят, что Р является аддитивным функтором, если при любых 
X,Y ER отображение Ном (Х, У) —> Ном (ЁР (Х), Р (У)), индуциро- 
ванное функтором F, есть гомоморфизм абелевых групп. Аддитив- 
ный функтор Ё называется точным слева, если он преобразует 
каждую точную последовательность 


О Х->У-—7 
в точную последовательность 
0—А(Х)>Е(7)>Е (4), 


и точным справа, если он преобразует каждую точную последо- 
вательность 


Х—>У-—> 7—0 


1) Значительно более полные сведения по этому вопросу можно найти 
в статье Д. Буксбаума [Buchsbaum D., Exact categories and duality, 
Trans. Amer. Math. Soc., 80 (1955), 1—34]. (Русский перевод имеется в до- 
бавлении к книге: Kaptan A, Эйленберг C., Гомологическая алгебра, 
ИЛ, M., 1960. — Прим. ped.) 
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в точную последовательность 


F (X)>F (Y) > F (Z)>0. 


Если Е является точным слева и точным справа, то F называется 
точным функтором. Ясно, что в этом случае F преобразует каж- 
дую точную последовательность в ® в точную последователь- 
ность в RY, 

В категории &, удовлетворяющей аксиомам (КАТ) и (KA2), имеет 
смысл понятие проективного (соответственно инбективного) объ- 
екта. Объект А является проективным, если функтор Х-—> Ном (А, Х) 
точен. В общем случае этот функтор является только точным слева. 
Точно так же А является инъективным, если функтор Х-> Ном (Х, A) 
точен. Разумеется, не всегла существует „достаточно много“ проек- 
тивных или инъективных объектов. 

Чтобы получить понятие абелевой категории, нам остается сфор- 
мулировать аксиому, которая обеспечивает возможность образова- 
ния в ® прямого произведения двух объектов. 

(КАЗ) Каковы бы ни были А, BER, существуют объект CER 
и гомоморфизмы 


р:С>А, а:С->В, 
такие, что для каждого XER отображение 
Hom (Х, С)-—> Ном (X, A) Х Hom (Х, В), . 


заданное формулой u—>(pou,gou), является изоморфизмом. 
Ясно, что тройка (С, р, 4) единственна с точностью до изомор- 
физма. С другой стороны, легко проверить, что существуют такие 
канонические гомоморфизмы i: А->Си j: В->С, что справедливы 
равенства 


91 = ро / = 0, рэ = 4° ]/ ={о р ]°549=1. 


С этой точки зрения прямое произведение объектов А и В можно 
рассматривать как „прямую сумму“ объектов A и В. 

Так как аксиомы (KAI) и (КА?) являются, очевидно, „автодуаль- 
ными“, то отсюда следует, что категория, дуальная некоторой абе- 
левой категории, является абелевой категорией. 

Мы дадим теперь важный пример абелевой категории — катего- 
рии „предпучков абелевых групп“ над топологическим пространством. 
Мы увидим в гл. Il, § 2, что теория пучков также приводит к абе- 
левым категориям, которые содержат достаточно много инъективных 
(но не проективных) объектов. 
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1.9. Предпучки над топологическим пространством. 


Пусть Х — топологическое пространство. Рассмотрим множество 
всех открытых подмножеств пространства Х. Его можно рассма- 
тривать как категорию, если условиться, что для двух открытых 
подмножеств И, УсХ множество Ном (И, У) состоит из одного эле- 
мента, если UCV, и является пустым в противном случае (так что 
определять композицию гомоморфизмов излишне). Если теперь задана 
произвольная категория ®, то предпучком с базой Х и со значе- 
ниями в K называют любой контравариантный функтор, определен- 
ный на категории открытых множеств в Хи со значениями в ®. 

Следовательно, предпучок ‹Х состоит в сопоставлении объекта 
oF (U)ER каждому открытому множеству UCX и в задании гомо- 


морфизма 
ру: F (У) (Ц) 


всякий раз, когла UCV. При этом требуется, чтобы были выпол- 
нены следующие аксиомы: ри тождественно, каково бы ни было И; 
если ИсУсУ, то 

Oy =P? py 
Говорят, что ру есть гомоморфизм ограничения объекта «Я (У) 
в oF (ИП). 

Пусть «Я ’ и ‹Я”— два предпучка над Х co значениями в ®. 
Так как речь идет о функторах, то можно ввести понятие гомомор- 
физма §: ’-— Я”. Этот гомоморфизм является собранием гомо- 
морфизмов 6 ((/): Я (И)->‹Я”(И), таких, что для UCV диаграмма 

8 (и) 


FV) > FV) 
F' (U) 2s FU) 


(в которой вертикальные стрелки являются гомоморфизмами ограни- 


чения) всегда коммутативна. Так как гомоморфизм of / B <Я ” является 
элементом множества 


IL нов ся”), 9”), 
исх ‘< 


TO гомоморфизмы предпучка oF’ BF” образуют множество, KO- 
торое обозначается Hom(c¥ ’, ¥”). Определяя очевидным образом 
композицию двух гомоморфизмов «Я -> <Я’ и «Я ' >Я ", получаем 
отсюда, что предпучки с заданной базой Х и со значениями в за- 
данной категории ® образуют новую категорию. 

Рассмотрим более частный случай, когда ® является абелевой 
категорией. В этом случае категория предпучков с базой Х и со 
значениями в ® также является абелевой. Прежде всего ясно, что 
множества Ном (Я ’, of ”) являются абелевыми группами и пред- 
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пучок of является нулевым, если «Я (U)=0 для всех И. Аксиома 
(КА 1) абелевых категорий проверяется тривиально. Аксиома (КА 3) 
также тривиальна: прямая сумма «Я —=«Я’-‹«Я” получается, если 


положить F (И)=«”(и)- “”(и) 


и определить очевидным образом гомоморфизмы ограничения в oF 
(впрочем ясно, что можно определить даже бесконечные прямые 
суммы и бесконечные прямые произведения). Остается проверить 
аксиому (КА 2). Возьмем гомоморфизм 0:сЯ '—>‹Я”. Для каждого 
открытого множества ИсХ выберем в категории & последователь- 
ность 


VO) Hs Ка FH Sar) 


объектов и гомоморфизмов так; чтобы (И), p(U), (И) и g(U) 
были соответственно ядром, кообразом, образом и коядром гомо- 
морфизма 68(И): %’/(U)>F¥"(U). В силу предыдущего пункта 
для UV существует, и притом единственная, коммутативная диа- 
грамма 

WN VI>F'V) > IV) > F"V) > MV) 

и ey 

у + 

MN (U)> F'(U)> 9 U) > F" (UN > N*(U). 
Очевидно, что отображения U>W(U), U>g(U), U>N*(U) 
определяют над X предпучки co значениями в ®, причем гомомор- 
физмы ограничения для этих предпучков получаются с помощью 
предыдущей диаграммы. Таким образом, мы имеем последователь- 
HOCTb - 

г т, Gis Е 
прелпучков и гомоморфизмов. Непосредственно проверяется, что эта 
последовательность в категории предпучков со значениями BR удо- 
влетворяет условиям, сформулированным в аксиоме (КА 2) абелевых 
категорий. 

Так как предпучки над X со значениями в ® образуют абелеву 
категорию, то можно определить понятие точной последователь- 
ности предпучков. Читатель легко проверит, что для точности по- 
следовательности 


oe Я gy OF п и. ... 


необходимо и достаточно, чтобы для каждого открытого множе- 
ства И соответствующая последовательность 


vee Я UO F (UF gy (И)... 


была точной в категории ®. Между прочим, это показывает, что для 
любого открытого множества U функтор «Я —>‹Я (Ц) точен. 
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В этом параграфе через А обозначено кольцо с единичным 
элементом \). 


2.1. Дифференциальные модули. 


Левым дифференциальным А-модулем называют левый А-мо- 
дуль Х со структурой, определенной заданием эндоморфизма 4, 
удовлетворяющего условию 4? ==0. Чаще всего мы будем обсзначать 
дифференциальный А-модуль одной буквой X, но правильнее —и это 
иногда необходимо — обозначать его через (Х, а), где явно указаны 
и А-модуль Х, и дифференциал 4. 

Гомоморфизм f :(X, 4)-—>(Х', 4) есть гомоморфизм А-модулей, 
подчиненный условию 4’о f= fod. Левые дифференциальные А-мо- 
дули образуют, очевидно, категорию. 

Очевидным образом определяются понятия дифференциального 
подмодуля и дифференциального фактор-модуля ‘данного дифферен- 
циального модуля. Можно говорить также о точных последователь- 
ностях дифференциальных модулей. 

Пусть Х — дифференциальный А-модуль. Положим 


2 (Х) = Кег (а), B(X)=Im (а). 
Тогла B(X)CZ(X), что позволяет определить Производный модуль 
Н(Х) = 2 (Х)/В (Х) 


для Х. Любой гомоморфизм f: Х—7У дифференциальных А-модулей 
отображает Z(X) в Z(Y), В(Х) в B(Y) -и, следовательно, опре- 
деляет гомоморфизм А-модулей f*: Н(Х)— Н(У). 

Таким образом, Х—> Н(Х) можно рассматривать как ковариант- 
ный функтор, определенный на категории дифференциальных А-мо- 
дулей, со значениями в категории А-модулей. 


') Большинство определений и результатов этого параграфа может быть 
обобщено на случай, когда вместо категории левых А-модулей рассматри- 
вается произвольная абелева категория. Мы оставляем читателю детальное 
исследование этой более общей ситуации, которая не лишена (как можно 
было бы думать) практического интереса. 
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Теорема 2.1.1. Пусть 
0-52-25 ХХ” 0 


— точная последовательность дифференциальных А-модулей. 
Тогда существует такой гомоморфизм 
9: Н(Х”) > H(X’), 


H(X) 


fo Ne 


H(X) <2 A(X") 


что последовательность 


точна. Кроме того, если имеется коммутативная диаграмма 
точных последовательностей 


0> X’ > X> X" >0 


lp | a 


+ у у 
0 У/ > У—У” ->0, 


то диаграмма р 
H(X") 2+ H(X’) 


из | [о 


+ у 
Н(у”)-9> H(Y’) 


коммутативна. 

Гомоморфизм д определяется следующим образом. Пусть Е 
ЕН(Х”); возьмем элемент 2”Е Z(X”), представляющий ”. Так как 
© — эпиморфизм, то можно записать 2” = g(x) для некоторого x EX. 
Поскольку &(4х) == 42” =0, то вследствие точности dxE f(X’) и 
даже dx = f(z’), где 42’ =0. С другой стороны, так как Im(f) == 
= Кег (127), то элемент x определен однозначно с точностью до эле- 
ментов вида 4у- f(x’) и, следовательно, dx определен однозначно 
с точностью до элементов вида f (dx’). Так как Г — мономорфизм, 
то элемент 2’ определен однозначно по модулю B(X’) и, следова- 
тельно, определяет класс Е Н(Х’), который зависит только от Е". 
Гомоморфизм д преобразует Ев #. 

Доказательство этой теоремы оставляется читателю в качестве 
упражнения. 

Следующий важный результат состоит в том, что функтор 
X— H(X) совместим с переходом к индуктивным пределам. 
Действительно, возьмем семейство (2, с, дифференциальных А-мо- 


дулей, предположим, что /—направленное упорядоченное множество, 
и, наконец, зададим для {>] гомоморфизмы дифференциальных 


3 Р. Годеман 
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А-модулей fi: X,>X,, удовлетворяющие надлежащим условиям 


транзитивности. Очевидно, что дифференциалы в Х; в пределе дают 
дифференциал @ на А-модуле 


X == ши та Х, 


и что канонические отображения f!: X,— X являются гомоморфиз- 
мами дифференциальных модулей. Возьмем теперь семейство произ- 
водных модулей Н(Х,) и гомоморфизмы H(X;)—> Н(Х,), индуци- 
рованные fi. Тогда можно рассматривать А-модуль limind H(X,). 
Гомоморфизмы X,—> Х определяют в силу „свойства универсальности“ 
индуктивных пределов гомоморфизм `` 


lim ind H(X,) > H(X). 


Оказывается, что этот гомоморфизм является изоморфизмом. 

При доказательстве этого утверждения существенно используется 
то, что индуктивный предел точных последовательностей есть снова 
точная последовательность. Переходя к пределу в точной последова- 
тельности 


0 Z(X,) > X, —4> В(Х)->0, 
получаем отождествления 
2 (Х) = Ниша 7 (Х,)), В(Х)= Ши ша В (Х,); 
переходя к пределу в точной последовательности 
0—8 (Х)—>7(Х)—>Н(Х,->0, 


получаем требуемый результат. 
Пусть Х— правый дифференциальный А-модуль, L— левый 
А-модуль. Тогда модуль X@L, снабженный дифференциалом d@ 1, 
А 


можно рассматривать как дифференциальный модуль (над кольцом Z 
в общем случае и над А, если А коммутативно). Заметим, что суще- 
ствует канонический гомоморфизм 


H(X)SL>HA(X@L), 
A A 


определяемый следующим образом. Пусть Е H(X) и aE L. Пред- 
ставим $ элементом хЕХ, для которого dx ==0. Так как x определен 
однозначно с точностью до элемента вида dx’, то хба опре: 
деляет класс в и L), зависящий только от ёи а. Отсюда полу- 


чается билинейное отображение H(X)XL>AH(X@L), которое 
A 


определяет искомьй гомоморфизм. Разумеется, рассматриваемый ro- 
моморфизм является изоморфизмом, если Г — плоский А-модуль, 
так как в этом случае функтор X—>X@L точен. 

А 
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Аналогично, пусть Х — левый дифференциальный А-модуль, 
[ — левый А-модуль. Тогда в абелевой группе Hom(X, L) можно 
определить дифференциал и > под, а в абелевой группе Hom(L, Х) — 
дифференциал ий —> (ой. Возьмем такой и С Ном (Х, L), что ио4 = 0. 
Ясно, что и равен нулю на В(Х); поэтому и индуцирует гомомор- 
физм Н(Х)— ЕЁ. Итак, построен канонический гомоморфизм 


H(Hom,(X, 2))—> Hom, (H(X), В). 
Аналогично определяется гомоморфизм 
H(Hom,(L, X))— Hom, (L, H(X)). 


Первый из этих гомоморфизмов язляется изоморфизмом для 
любого Х тогда и только тогда, когда А-модуль Ё инбективен, 
а второй гомоморфизм является изоморфизмом для любого Х тогда 
и только тогда, когда [ проекшивен. Это легко следует из опре- 
делений. 


2.2. Комплексы. 


Пусть А-— основное кольцо. Градуированным А-модулем назы- 
вают любую последовательность Х==(Х,),., А-модулей. Говорят, 
что X, есть компонента степени п в модуле X, а элементы модуля X, 
для краткости называют элементами степени п в модуле Х. Анало- 
гично биградуированным А-модулем называют любое семейство 
Х= (Хы), gz А-модулей. 

Пусть Х— градуированный А-модуль, образованный левыми 
А-модулями. Если [ —правый А-модуль, то через [69 Х обозначают 

А 


градуированную абелеву группу, компонентой п-Й степени которой 
является группа LOX,. Если [— левый А-модуль, то через 
А 


Hom, (А, Г) обозначают гралуированную абелеву группу, компонен- 
той a-H степени которой является группа Hom, (X,, Е). 

Пусть Х и У — два левых гралуированных А-модуля. Гомомор- 
физмом модуля Х в У степени г называют любое семейство 
f =(f,) гомоморфизмов А-модулей f,:X,—>X,,,. Если г==0, то 
говорят, что f есть гомоморфизм модуля X в У!). Естественным 


1) Аналогичная терминология используется в дальнейшем для биградуи- 
рованных модулей. Так, элементы группы Xpg в биградуированном модуле 


Х = (Xpq)p, gez называются элементами бистепени (р, 4). Число p+q 
называется полной степенью элемента из Хра- Далее, если Хи У— два 


биградуированных модуля, то гомоморфизмом бистепени (г, 5$) модуля X 
в У называется семейство и (ра) гомоморфизмов Гра: Хра-> Круг, 4+5. — 
Прим. ред. 


3* 
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образом определяются сумма двух гомоморфизмов Х—> У одинаковой 
степени и композиция гомоморфизма Х-—>У степени г и гомомор- 
физма Y—>Z степени 5. Если каждой паре X, У левых градуиро- 
ванных А-модулей сопоставить абелеву группу Ном (Х, У), образо- 
ванную гомоморфизмами (степени 0) модуля X в У, то на совокупности 
левых градуированных А-модулей получим, очевидно, структуру 
абелевой категории. 

Комплексом над основным кольцом А называют градуированный 
А-модуль Х со структурой, заданной таким гомоморфизмом а: ХХ 
степени г, что до 4 =0. Отметим два наиболее важных случая. 

Цепные комплексы. Предположим, что Х,=0 для n<0 u 
что 4 имеет степень —1. Из „геометрических“ соображений эле- 
менты модуля Х, называют цепями размерности п в Х, а @— гра- 
ничным оператором. Элемент x € X, называется циклом, если dx = 0, 
и границей, если существует такой x’EX,,,, что х=ах’. Циклы 
в Х, образуют подмодуль Z,(X), а границы — подмолуль В, (Х). 
Группой гомологий комплекса Х размерности п называют фактор- 
модуль 


H, (X)=Z, (X)/B, (№. 


Коцепные комплексы. Предположим, что X,=0 для n< 0 u 
что 4 имеет степень +1. В этом случае обычно пишут X” вместо X, 
и говорят о коцепях, коциклах, кограницах степени п вместо цепей, 
циклов и границ размерности xn. Полагая 


= kar (X* 2"); води Х") 
определяют группы когомологий 
H" (Х) = 2" (Х)/ В" (Х). 


> 


Для произвольного комплекса Х= (Хед, так же как и для 


цепного комплекса, определяют модули Z,(X), B,(X) и H,(X). 
Обычно полагают Н,(Х) = (Н„(Х) сх ; 


Если даны два комплекса X и У левых А-модулей, дифферен- 
циалы 4 в которых имеют одинаковую степень, то гомоморфизмом 
комплекса Х в У называют любой гомоморфизм градуированных 
А-модулей, совместимый с операторами @ в Хи Y, Сумма и ком- 
позиция таких гомоморфизмов определяются очевидным образом, так 
что комплексы левых А-модулей, имеющие дифференциалы 4 одной 
и ТОЙ же заданной степени, образуют, как легко видеть, абелеву 
категорию. На этой категории отображения Х—Н,(Х) являются 
адлитивными ковариантными функторами со значениями в категории 
левых А-модулей. Если Хи У цепные (соответственно коцепные) 
комплексы, то гомоморфизмы Н,(Х)—Н,(У) [соответственно 
Н" (Х) > Н" (У), отвечающие гомоморфизму /; ХУ, обычно обо- 
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значают через f, (соответственно /*) вместо H,,(f) [соответственно 


A" (У). 
Пусть 


0—> ХХХ" >0 


— точная последовательность комплексов, дифференциалы которых 
имеют степень г. Тогда при помощи конструкции, подобной кон- 
струкции из п. 1, можно определить гомоморфизмы 


9: H,(X")—> HH, (X), 


так что имеют место |r| точных последовательностей 


А . 


В частности, если речь идет о точной последовательности цепных 
комплексов, то получаем точную последовательность гомологий 


НХ.) > НЮ - HX) Н 


ner ( 


. > ALY X) > (X) OA XY > A,X)... 
sh —> Ay (X") > Hy (X’) > Hy (X) > Hy (X40, 


а для коцепных комплексов получаем точную последовательность 
когомологий 


O—> H°(X") > H9(X) > HX) > HX) >... 
> H"(X’) > H"(X)—> Н"(Х") > HX) .... 


Пусть X— комплекс левых А-модулей и L— правый А-модуль, 
Тогда градуированную группу (&Х можно снабдить структурой 
А 


комплекса, используя гомоморфизмы 
1@d:LQ@X,>L@X,,,. 

Имеем, очевидно, канонические гомоморфизмы 
L@H,(X) > H, (L®X). 


Аналогично эндоморфизм градуированной группы Hom, (X, Г), где 
[—левый А-модуль, полученный из 4 при помощи транспониро- 
вания, является дифференциалом степени —г, если d имеет степень г. 
В частности, пусть Х— цепной комплекс над кольцом целых 
чисел. Если задана абелева группа L, то группы гомологий цепного 
комплекса Х@[ часто обозначают через Н,(Х; L), а группы кото- 
мологий коцепного комплекса Нот (Х, Г) — через Н"(Х; L). 
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2.3. Комплексы с дополнениями. Резольвенты. 


Пусть Х—цепной (соответственно коцепной) комплекс над OCHOB- 
ным кольцом А. Дополнением комплекса Х называют гомоморфизм 
А-модулей =: X,—> А (соответственно =: A> X°), такой, что =о 4 =0 
(соответственно doe==0). Комплексом с дополнением называют 
комплекс, снабженный некоторым дополнением. 

Ясно, что для заданного цепного (соответственно коцепного) 
комплекса Х с дополнением существует канонический гомоморфизм 


Н(Х)—А [соответственно А-> H°(X)], 


Говорят, что комплекс Х ацикличен, если этот гомоморфизм 
является изоморфизмом и если, кроме того, Н,(Х)==0 [соответ- 
ственно Н”(Х)=0] для всех п2.1. Это значит, что последова- 
тельность 


... >, aX SA 7 
(соответственно 
а 
О A-> ХХ! нь .) 
является точной. 
Если Х — цепной комплекс с’дополнением, то можно определить 


новый комплекс Х следующим образом: 


X, для n>, 
Х, =} А man=—l, 
0 ДЛЯ п<—1, 


причем дифференциал в К: совпадает с дифференциалом X в размер- 
ности # >> 1 и с дополнением в в размерности 0. Ацикличность 
комплекса Х означает, что все производные группы комплекса Х 
тривиальны. Аналогичный результат справедлив для коцепных ком- 
плексов с дополнениями. 

Отметим, наконец, понятие гомоморфизма для комплексов с до- 
полнением: это гомоморфизм комплексов, совместимый с заданными 
дополнениями. р 

Понятие апиклического комплекса с дополнением обобщается 
следующим образом. Пусть [ — левый А-модуль. Гомологической 
резольвентой модуля L называют любую точную последователь- 
ность левых А-модулей вида 


> А. ox, >X)—>L—->0. 


В этом случае градуированный модуль Х= (Хер, снабженный 
дифференциалом, который совпадает с гомоморфизмами Ат 
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для п > Ги равен 0 в размерности 0, является цепным комплексом. 
Он имеет следующие группы гомологий: 


Н,(Х) = 0 для п>1, Н,(Х) =. 
Аналогично когомологической резольвентой модуля [Ё называют 
любую точную последовательность 
0>-L>eX Xo Х?-.... 
В этом случае Х = ("сз есть коцепной комплекс и 
Н"(Х)=0 ana nol, НИ(Х)=Е. 
Поэтому ацикличный цепной (соответственно коцепной) комплекс 
с лополнением является гомологической (соответственно когомологи- 
ческой) резольвентой А-модуля A. 
Для построения гомологической резольвенты модуля L напишем 
= ХК, Ro= AIR К ==ХЫК,, .... 


Определим гомоморфизм Ху—>[ естественным образом, а гомомор- 
физм X,—> X,_,— как композицию эпиморфизма Х, > К,_| и вло- 
жения R,_,—->X,_,. Аналогичный метод применим для построения 
когомологических резольвент модуля L. 

Пусть L и М--А-модули; рассмотрим гомологические резоль- 
венты модулей Lou М: 


... >> А > X)>L> 0, 
Le У, = И, М —0. 


Пусть задан гомоморфизм /:Ё-> М. Тогда говорят, urs: гомомор- 
физм комплексов g:X—Y совместим с f, если диаграмма 


(> ХЛ — Ё —>0 


le fe | 
... VY, > У, > М > 9 
коммутативна. Разумеется, если заданы Х, У и f, то не всегда 


можно построить гомоморфизм =: ХУ, совместимый с f. 
Аналогичное понятие имеется для когомологических резольвент, 


2.4. Операторы гомотопии, 
Пусть Х и У — дифференциальные А-модули и 
Ty И: ХУ 


— некоторые гомоморфизмы. Говорят, что Го и Л, гомотопны, если 
существует такое А-линейное отображение h: Х—У, что 


fi, —fy=hodt+doh. 
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Если ах =0, то Л, (х) — (Хх) =а(в(х)). Следовательно, гомо“ 
морфизмы H(X)—>H(Y), определенные гомоморфизмами fy, и fy, 
совпадают. 

Отметим, что, как легко видеть, отношение „Гу и f, гомотопны“ 
является отношением эквивалентности. 

Говорят, что два дифференциальных А-модуля Хи У гомотопно 
эквивалентны, если существуют такие гомоморфизмы f: Х->Уи 
8: У—Х, что fog и во] гомотопны тождественным изоморфиз- 
мам. В этом случае производные модули модулей Х и У изоморфны. 
Говорят, в частности, что дифференциальный А-модуль Х гомотопен 
нулю (или гомотопно тривиален), если эндоморфизмы 1 иОвХ 
гомотопны. Очевидно, что в этом случае Н(Х)==0, но обратное 
утверждение неверно. Имеется, однако, следующий результат. 

Теорема 2.4.1. Пусть Х — левый дифференциальный А-мо- 
дуль. Для того чтобы Х был гомотопно тривиален, необхо- 
димо и достаточно, чтобы выполнялось одно из двух следующих 
эквивалентных условий: 

(a) НХ) =0и 2(Х)— прямое слагаемое в X; 

(b) для произвольного левого А-модуля L дифференциальная 
группа Hom, (Х, [) ациклична\). 

Предположим, что X гомотопно тривиален, Ясно, что в этом 
случае Н(Х)=0 и что Hom(X, [) гомотопно тривиальна и, следо- 
вательно, ациклична. Для и Ном (Х, L) отношение du = 0 означает, 
что и равен нулю на В(Х)=2(Х),. а существование элемента 
v€ Ном (Х, L), для которого и == dv, т. е. и=Уо 4, означает, что 
гомоморфизм v:Z(X)—>L, определенный (однозначно, если du == 0) 
равенством 9(4х)==и(х), можно продолжить на Х. Следовательно, 
если Х гомотопно тривиален, то, сопоставляя каждому v: Z(X)—>L 
гомоморфизм w= vod: Х—>Ё, мы видим, что любой гомоморфизм 
Z(X)->L продолжается на Х, а это значит, что Z(X) есть прямое 
слагаемое в Х. 

Обратно, предположим, что (а) справедливо. Пусть MCX -- до- 
полнение к Z(X) в Х. Каждый x CX записывается в виде х = т ++ 
+ dy и, следовательно, в виде х=ш-- ат’, rae т, т’ Е М одно- 
значно определяются элементом x. Полагая т’ ==й(х), мы видим, 
что = 

l=hod+doh. 


Точно Tak же, если выполнено условие (b), то рассуждения, 
использованные при доказательстве необходимости, показывают, что 
любой гомоморфизм X—>L, равный нулю на В(Х), имеет вид vod, 
где 0: X—>L, и, следовательно, равен нулю на Z(X). Отсюда выте- 
кает, что B(X)==Z(X). Кроме того, рассуждения, аналогичные 


') Дифференциальная группа У называется ацикличной, если Н (У) =0, 
— Прим. ред. 
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приведенным выше, показывают, что любой гомоморфизм 2 (Х)— 1 
можно продолжить на Х, откуда следует, что Z(X) является прямым 
слагаемым в Х. Теорема доказана. 

Пусть теперь Х и У— два комплекса левых А-модулей, диф- 
ференциалы которых имеют степень г. Два гомоморфизма fy, Л, : Х-> 
—> Y называются гомотопными, если сушествует такой гомоморфизм 
градуированных модулей #: Х-—>У степени — г, что 


д—Л=воа-- ай. 


Ясно, что в этом случае гомоморфизмы Н,(Х)—Н, (У), определен- 
ные гомоморфизмами Гу и f,, равны. 

Очевидно, чго теорема 2.4.1 с тривиальными изменениями распро- 
страняется на комплексы А-модулей. 


2.5. Теорема об ацикличных моделях. 


В этом пункте мы будем называть комплексом любой комплекс 
левых А-модулей, в котором дифференциал d имеет степень —1. 
Будем говорить, что комплекс Х ацикличен в размерности п, если 
Н,(Х)==0, и ацикличен, если он ацикличен в каждой размерности. 
Очевидно, комплексы образуют абелеву категорию. 

Пусть Я — произвольная категория. Мы будем рассматривать 
ковариантные функторы, определенные на Я, со значениями в кате- 
гории комплексов. Любой такой функтор Р отождествляется с по- 
следовательностью (ЁР,) ковариантных функторов CO значениями 
в категории левых А-молулей, последовательностью, наделенной 
такими гомоморфизмами функторов d,:F,—>F,_,, что d,_,od,=90 
при всех п. 

Предположим, что раз и навсегда выбрано какое-то множество 5% 
объектов из ®. Пару (R, Di) мы будем называть категорией с мо- 
делями, а элементы XC W— моделями этой категории. 

Ковариантный функтор F, определенный на Я, со значениями 
в категории комплексов называют ацикличным в размерности п, 
если комплекс F(X) ацикличен в размерности п для каждой модели 
XE M. 

С другой стороны, ковариантный функтор G, определенный на R, 
со значениями в категории левых А-модулей называют представи- 
тельным !), если выполнено следующее условие: для каждого ME M 
существует такое множество BycG(M), что для любого ХЕ 
А-модуль G(X) допускает в качестве базиса семейство элементов 


С (ит, 
1) Это определение является немного менее общим, чем определение 


Эйленберга и Маклейна; однако оно достаточно для всех приложений, 
которые мы имеем в виду. 
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где т пробегает различные множества By, а u для mE Bu про- 
бегает множество Нот (М, X). Это значит, что каждый «€ G(X) 
имеет единственное разложение вида 

x= Di: Вим, 
где m,€ Bam, 4,CHom(M,, Х), EA. 

Таким образом, если С представителен, то для каждого XER 
имеется канонически определенный базис модуля G(X) и любой 
гомоморфизм X—>Y переводит базис G(X) в базис С (У). 

Теорема 2.5.1. Пусть (%, 0 — категория с моделями; 
Е, G— два ковариантных функтора, определенных на ®, со зна- 
чениями в категории комплексов. Предположим, что функтор Е, 
представителен, а функтор G ацикличен в размерности 4, где 
ри 49-— заданные целые числа. Тогда для любого гомоморфизма 
T:F,—>G,, удовлетворяющего условию doT=0, существует 
такой гомоморфизм Г: Pi —>Gy4,, что Т==аоГ.. 

Для построения гомоморфизма 


T (X): Е, (X)—> би (Х) 


достаточно определить его на базисе А-молуля F(X). По пред- 
положению, для каждого МЕ%»Ё существует такое множество 
BucF,(M), что Р›(Х) допускает в качестве базиса семейство эле- 
ментов Р,(и)т (me Bu, MEM, иЕ Нот (М, Х)). Поэтому доста- 
точно определить Т’(Х) на элементах этого типа, и при этом зна- 
чения 7’(Х) на этих элементах можно выбирать произвольно. Ho 
так как Т’ должен быть естественным преобразованием, то 


Г (Х)Е (4) т = Ч. (и) Т’(М)т. 
Следовательно, достаточно выбрать элементы Т’(М)тЕ G,,,(M). 
Они должны подчиняться единственному условию 
а(Т’(М)т) == Т(М)т. 


Остается показать, что можно эффективно выбрать в G,,,(M) эле- 
мент, удовлетворяющий этому условию; но это очевидно, так как, 
по предположению, 
а(Т(М)т)=0, H,(G(M))=0. 

Итак, теорема доказана. 

Эта теорема имеет важные следствия, главное из которых мы 
сейчас рассмотрим. 

Пусть на # заданы два ковариантных функтора Ри С со зна- 
чениями в категории цепных комплексов над основным кольцом А. 
Для каждого целого и мы рассмотрим ковариантные функторы 


H,(F): X> H,(F(X)), 
H,(G): Х->Н, (G(X)). 
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Если Т: Р-> С — гомоморфизм, то он определяет, очевидно, гомо- 
морфизмы Т,: H, (F)— H, (G). 

С другой стороны, мы скажем, что два гомоморфизма Ту, 7, : F -> 
—>G гомотопны, если для каждого п существует такой гомомор- 
физм D,: F,—>G,.,, что T,—T,=deD,+D,_,°d в степени п. 
Ясно, что производные гомоморфизмы М, (Р)—> H,(G), определенные 
гомоморфизмами Ту и Т,, совпадают. 

Предположим, наконец, что в ® задано множество моделей Me. 
Мы будем говорить, что F представителен, если каждый функтор 
F(a 20) представителен, и что G ацикличен, если H,(G(M))=0 
для всех п > Ти МЕХ. 

Теорема 2.5.2. Пусть (®, 0 — категория с моделями, Е 
и @ — ковариантные функторы на ® со значениями в категорий 
цепных комплексов над кольцом А. Предположим, что Е пред- 
ставителен, а С ацикличен. Тогда любой гомоморфизм Ну (Е) 
— Н, (Ц) определяется некоторым гомоморфизмом Е-—0(, един- 
ственным с точностью OO гомотопии. 

Действительно, рассмотрим функтор G co значениями в катего- 
рии комплексов, который определим следующим образом: 


G, для n>O, 
G,=) H(G) для n=—Il, 
0 для n<—l, 
_ причем дифференциал в С совпадает с дифференциалом @ в размер- 
ности п>21Г и с каноническим гомоморфизмом то: Gy—> Ну (Ц) 


в размерности 0. Очевидно, функтор С ацикличен во всех размер- 
ностях. 
Возьмем затем гомоморфизм 


И: Hy(F)—> Н, (0) 


и рассмотрим его композицию с каноническим гомоморфизмом 
п, : Ру-> Ну (Ё). Получаем естественное преобразование 


а 
очевидно, аннулируемое дифференциалом 4. Так как Fy представи- 
телен, а С ацикличен, то существует такой гомоморфизм 

То: Ро > G, 
что Uo ТЕ = ° тя Рассмотрим теперь 


Tyod : Е, — Gp. 
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Этот гомоморфизм аннулируется дифференциалом 4. То же самое 
рассуждение доказывает существование такого гомоморфизма 7, : Е, > 
—>G,, что 

Tyod=doT,. 


Ясно, что, неограниченно продолжая эту конструкцию, мы по- 
лучим гомоморфизм F—->G, инлуцирующий U. 

Остается показать, что если гомоморфизм 7: F—>G индуцирует 0 
на гомологиях в размерности 0, то он гомотопен 0. Так как do Т, =0, 
то предыдущая теорема обеспечивает существование такого гомо- 
морфизма Ду: Fy->G,, что Ty = do Dy. Поэтому d(T; — Dyed) =0, 
откуда следует существование такого D,: F,—>G,, что Т, — Dyod = 
=d0D, ит. д. 

Следствие. Пусть (®, ®) — категория с моделями, Е, В — 
два ковариантных функтора на KR со значениями в категории 
цепных комплексов над основным кольцом А. Предположим, 
что Ри С представительны и ацикличны и что функторы H,(F) 
и Н (Ц) изоморфны. Тогда Е и G гомотопно эквивалентны. 

В частности, для каждого ХЕЯ комплексы F(X) и G(X) имеют 
одни и те же гомологии во всех размерностях. 

Мы предлагаем читателю осмыслить предыдущие результаты 
в случае, когда категория & состоит только из одного объекта. 


2.6. Двойные комплексы. 


Двойным комплексом над основным кольцом А называют бигра- 
дуированный А-модуль X= (Xpq)p, 62 со структурой, заданной 
гомоморфизмами 

Г. ay 
ани: ТАЙ, 
которые удовлетворяют условиям 
d'd' — d'd" =d'd" а” =0 
В этом случае можно построить следующий (простой) комплекс: его. 
компонента степени м есть 


„а-+г» 


X,= D Xp - 
’ p+q=n 
а дифференциал 
а:Х,>Х.., 


определяется равенством 4 == 4’ 4”. Производные модули этого 
комплекса обозначаются через H, (X). 

Кроме того, отправляясь от Х, можно построить два других 
комплекса. Первый, обозначаемый через ’Х, имеет однородными 
компонентами модули 


ЕЕ = Mie 
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и снабжен дифференциалом d’. Его производные модули обозначают 
через ”Ы, (Х). Второй комплекс, обозначаемый через ”Х, в качестве 
однородных компонент имеет модули 


tx. В x a 


и снабжен дифференциалом 4”. Производные модули комплекса “X 
обозначают через “FT, (Х). 

Заметим, что каждый модуль 'Н,(Х) допускает разложение 
в прямую сумму 


(HX) x TACK), 


где 'Н,(”Х.) есть производный модуль в размерности р комплекса, 
образованного градуированным модулем (Xp) pez и дифференциалом d’. 


Кроме того, дифференциал 4”, коммутирующий с 4’ с точностью 
до знака, индуцирует гомоморфизмы 


и / и / и 

d,: H,(X,)—> H, CX...) 

которые позволяют образовать комплекс из модулей "НС 
(р фиксировано, 4 меняется). Производный модуль размерности 4 
этого комплекса обозначается через 


"HCH, (X)). 
Аналогично определяются модули 
‘A, CH, (Х). 


Двойным цепным комплексом называют двойной комплекс X, 
у которого г=—1 и X,,==0, если p<O или 9 < 0. Двойным 
коцепным комплексом называют двойной комплекс Х, у которого 
r=—-+1, a X,,=0, если р < 0 или 4 < 0. В этом случае пишут X74 
вместо X,, ит. д. 

Отметим, что понятие двойного комплекса имеет смысл в любой 
абелевой категории, но в общем случае нельзя определить члены Н,(Х). 
Чтобы определить эти объекты, нужно допустить, что в рассматри- 
ваемой категории можно образовывать бесконечные прямые суммы, 
или же ограничиться только лишь двойными комплексами, у которых 


суммы 
ах 
pigen М 


конечны (как, например, у цепных или коцепных двойных комплексов). 
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2.7. Тензорное произведение двух комплексов. 


Рассмотрим комплекс Х правых А-модулей и комплекс У левых 
А-модулей над некоторым основным кольцом A, дифференциалы 
которых имеют степень —1. Образуем биградуированную группу 


X@V=(X, 8 )y gez 


и определим Ha ней два дифференциала, полагая 
4’ (a&b)=da®bd, 
a" (а @ b) =(—ПРа® 46, 


где а имеет степень р. Немедленно проверяется, что при этом Х®У 
становится двойным комплексом, полный дифференциал которого за- 
дается формулой 


d(a@®b)=da@b+ (— ПРа®4ь, где а имеет степень р. (1) 


Если Хи У — цепные комплексы, TO X @ Y — двойной цепной ком- 
плекс. 
Имеются канонические гомоморфизмы 


H,(X)® Hg (VY) НХ ФУ, (2) 


определяемые следующим образом. Возьмем классы ЕЕ Н,(Х) 
и ТЕН). (У) и представим их циклами аЕХ, и bE Y,. Из (1) сле- 
дует, что а656 есть цикл степени p+-g, определяющий элемент из 
группы H,,¢(X@Y). Последний не зависит от выбора циклов а и 6. 
Действительно, при любом другом возможном выборе представители 
классов Ё и 1 имеют вид а аа’, 6-46’, и, так как аа = 46 =0, 
то 


(a+ da’) ® (6-45) =a @b-+d(a’ @b - а’ Qdb' +-(— ПРа®р), 
если @ имеет степень р. Отсюда следует наше утверждение. Заме- 
тив это, определим (2) как гомоморфизм, отображающий §@ 7 


в класс цикла ab. 
Гомоморфизм (2) определяет естественные гомоморфизмы 


YH, (X)@ H,(Y) > Hy (X@Y). (3) 

ptq=na A A : 
Значит, если наделить тензорное произведение Н,(Х) © Н,(У) его 
полной градуировкой, то получим гомоморфизм градуированниых 


групп 
Н,(Х) @ Н, (У) > Н,(Х®7). 
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Этот гомоморфизм не является, вообще говоря, изоморфизмом. Мы 
изучим его более детально в § 5. 

Если, однако, Х и У гомотопно тривиальны, то тем же свойством 
обладает и комплекс X@Y (наделенный „полной“ градуировкой 
и „полным“ дифференциалом). Доказательство очевидно. В этом 
случае ясно, что гомоморфизмы (3) являются изоморфизмами. 


2.8. Комплексы гомоморфизмов. 


Пусть Хи У — два комплекса левых А-модулей. Предположим, 
что дифференциал в Х имеет степень — 1, а дифференциал в У — 
степень 1. Полагаем, по определению, 


Нот д (Х, У) = (Hom, (X,, и 
Ясно, что Нот (Х, У) есть биградуированная группа. Мы наделим ее 


дифференциалами 4’ и 4”, чтобы получить двойной комплекс. Если 
и:Х,— 7, то мы полагаем 


d'u=zuod; d’u=(—19* оц. 
Непосредственно видно, что 4’и a” имеют бистепени (1, 0) и (0, 1) 
и что d’/a” 4-d’d’ =0. 
Отметим, что для хЕХ ии: Х, — УЧ имеем 
4 (и (х)) = (—1 79 (du) (x) + (— 1)? и (ах) 


(разумеется, нужно считать, что и = 0 на Х, для Г == р). Так как и 
имеет полную степень р-—-4 в двойном комплексе Ном (Х, У), то 
это равенство показывает, что каноническое отображение 


Hom (X, У) @X>Y, 


определенное формулой и & x —> u(x), есть гомоморфизм комплексов, 

если, конечно, наделить Нот (Х, У) полной градуировкой и полным 

дифференциалом. Это оправдывает введенные выше формулы. 
Покажем теперь, что имеются канонические гомоморфизмы 


H°*" (Hom (X, У) ) > Hom (H, (X), Н® (У) р} | 


Для этого возьмем класс гомологий степени p-+q в Hom(X, У) 
и представим его циклом и полной степени р--4. Обозначая через 
и”: Х,—> У” компоненту элемента и бистепени (г, $), будем иметь, 
так как 4и = 0, соотношение 


vee ЗЕ бир дива бир-ьян р... = 0, 
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Поскольку 
Фиг. $ — urs ЕЕ 1 tte s ars 


то, беря компоненты бистепеней (p-+1,q) и (p,g-+1) в написан- 
ном выше соотношении 4и =0, приходим к следующим равенствам: 


wt od + (— 19 doy? tht) 0 
wo hAt og 4 (1p tt gon? 950, 
Отсюда следует, что и? отображает Z,(X) в 271(У) и B,(X) 


в B’(Y), и поэтому при переходе к фактор-модулям определяет го- 
моморфизм Н,(Х)-— НТ (У). Легко проверяется, что этот гомоморфизм 
зависит только от класса гомологий комплекса Ном (Х, У), пред- 
ставленного циклом и. Итак, требуемый гомоморфизм построен. 
Разумеется, отсюда вытекают канонические гомоморфизмы 


Н" (Hom(X, У))-> » Hom(H,(X), НЧ (Т)). 
ptq=n 


Kak и в случае тензорных произведений, эти гомоморфизмы не 
являются, вообще говоря, изоморфизмами. 
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Целью этого параграфа является изучение категории комплексов, 
которая встречается в классической теории „симплициальных ком- 
плексов“ (гомологии триангулируемых пространств), в теории син- 
гулярных гомологий и в теории когомологий со значениями в пучке. 
Все „симплициальные операции“ классической алгебраической топо- 
логии имеют смысл в этой категории, а потому понятия и резуль- 
таты, которые можно выразить „симплициально“, автоматически пе- 
реносятся на комплексы, которые мы намерены изучать. В частности, 
это относится к теории „«.) -произведений“, 


3.1. Определения. 


Через A, для любого целого п>.0 мы будем всегда обозначать 
множество {0,1,..., п} целых рациональных чисел от 0 до п, 
а через С „, для любых р, 9 > 0 — множество отображений А, в Д.. 
Очевидно, имеют место законы композиции 


Gog X Sqr > Gop 


такие, что множество, составленное из объектов Ap, Aj, ..., можно 
рассматривать как категорию (однако мы не будем придерживаться 
этой чересчур педантичной точки зрения ...). 

Пусть А — основное кольцо. Симплициальным цепным ком- 
плексом над А мы будем называть произвольный градуированный 
А-модуль Х, =(Х,„), >. с0 следующей структурой. Каковы бы ни 


были р, 4 и ЛЕС», имеется такой гомоморфизм 
ЛХ, 
что выполнены условия: если f тождественно, mo f — тоэде- 


ственный гомоморфизи; если f= вой, то f —= йо в. Читателю пред- 
лагается интерпретировать это определение на языке функторов. Мы 
часто будем говорить, что гомоморфизмы вида f являются опера- 
торами граней в X,, 

Аналогично, симплициальным коцепным комплексом над А назы- 
вают произвольный градуированный А-модуль X* == (X"),. 4, в ко- 


тором для любых p,q и fEG,, определен гомоморфизм 
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f:X? +X", удовлетворяющий условиям совместимости, подобным 
тем, которые мы сформулировали выше. 

Если Х, есть симплициальный цепной комплекс над А, образо- 
ванный левыми А-модулями, то на градуированной группе Hom (Х., 2) 
для любого левого А-модуля L определяется естественным способом 
структура симплициального коцепного комплекса, и для любого пра- 
вого А-модуля L градуированная группа L@X, является симплици- 
альным цепным комплексом. А 

Очевидным образом определяют понятие гомоморфизма симпли- 
циальных цепных (соответственно коцепных) комплексов. Такой го- 
моморфизм является однородным степени 0 отображением, совместимым 
с операторами граней рассматриваемых комплексов. Легко заметить, 
что симплициальные цепные (соответственно коцепные) комплексы 
над заданным основным кольцом А образуют абелеву категорию. 

Базисным симплициальным цепным комплексом над А назы- 
вают произвольный симплициальный цепной комплекс Х, над А со 
следующей дополнительной структурой. Для каждого п задан базис 
А-модуля X,, элементы которого называют п-мерными симплексами 
комплекса Х,; при этом предполагают, что „грани“ симплекса из X, 
всегда являются симплексами комплекса Х,. Для такого комплекса 
имеется каноническое дополнение Х,— A, а именно то, которое 
принимает значение 1 на каждом О-мерном симплексе комплекса X,,. 

В предыдущих определениях множество G,, для любых ри@ 
можно заменить его подмножеством Gnas которое состоит из возра- 
стающих (в широком смысле) отображений множества A, в А... 
В этом случае получается понятие полусимплициального !) цепного 
(соответственно коцепного) комплекса. 

Заметим, с другой стороны, что определения, которые мы ввели 
в этом пункте, распространяются на случай, когда категория абеле- 
вых групп заменена произвольной абелевой категорией Я. Напри- 
мер, полусимплициальный цепной (соответственно коцепной) комплекс 
в ® есть контравариантный (соответственно ковариантный) функтор 
At>§, где через А+ обозначена категория, объектами которой 
являются множества A, (n=O, 1,...), а гомоморфизмами A, 4A, — 
возрастающие отображения A, в A, Излишне даже предполагать ка- 
тегорию ® абелевой. Например, если ® — категория множеств, то 
контравариантные функторы А* > являются не чем иным, как 
„полусимплициальными комплексами“ Эйленберга и Зильбера. 

Мы дадим теперь несколько важных примеров цепных и коцепных 
симплициальных комплексов. 


1) Для неискушенного читателя может быть полезным следующее заме- 
чание: полусимплициальные комплексы в настоящее время играют в топо- 
логии роль, значительно более важную, чем симплициальные комплексы, 
хотя это и не следует из примеров, данных в настоящем параграфе. В этом 
можно будет убедиться в гл. Il, $ 6. 
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3.2. Цепи симплициальной схемы. 


Симплициальной схемой (в классической терминологии это сим- 
плициальный комплекс, но мы имеем серьезные основания перейти 
к другому термину ‘)) называют произвольное множество К со струк- 
турой, определенной заданием множества таких конечных и непустых 
подмножеств множества К, называемых симплексами схемы К, что 
любое конечное и непустое подмножество симплекса из К является 
снова симплексом из К. 

Пусть, например, WM = (М); с, — покрытие произвольного мно- 
жества Х. Будем говорить, что конечное и непустое подмножество $ 
множества / есть симплекс, если множество 


м; П м, 
непусто. Тем самым на множестве индексов / определяется структура 
симплициальной схемы, и множество /, рассматриваемое с этой струк- 
Typo, называется нервом покрытия 9%. 
Другой пример, впрочем тривиальный, получается, когда К =А,, 
и каждое непустое подмножество в А, есть симплекс. Так получается 
стандартная симплициальная схема размерности п. 
Пусть К и Ё — две симплипиальные схемы; говорят, что Ё есть 
симплициальная nodcxema схемы К, если LOK и если каждый 


симплекс из [ есть симплекс схемы К. Например, объединение "К 
симплексов схемы К размерности < п (т. е. состоящих не более 
чем из п--1 элементов) является симплициальной подсхемой в К, 


если условиться, что симплексами схемы “К являются симплексы из К 
размерности < п. Так получается п-мерный остов схемы К. 

Гомоморфизмом (или симплициальным отображением) симпли- 
циальной схемы К в симплициальную схему L называют произволь- 
ное отображение К -> Г, которое переводит каждый симплекс схемы К 
в симплекс схемы L. Ясно, что это определение дает возможность 
говорить о категорий симплициальных схем. 

Пусть К — симплициальная схема. Мы будем называть п-мерным 
сингулярным симплексом?) схемы К любое симплициальное ото- 
бражение 


5:А, К 


1) В нашей литературе применяется термин „абстрактный комплекс“. — 
Прим. перев. 

2) Мы применяем эту неортодоксальную терминологию для того, чтобы, 
с одной стороны, избежать смешения с понятием симплекса (симплекс — 
это просто подмножество из К), а с другой стороны — оттенить аналогию 
рассматриваемого понятия с понятием сингулярного симплекса топологи- 
ческого пространства, которое будет введено в п. 3.4. 


4* 
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или, что TO же самое, любую последовательность $==(х,..., Х,) 
точек из К, принадлежащих одному и тому же симплексу схемы К"). 
Пусть s—q- -мерный сингулярный симплекс схемы К и у: А, = А, 
Тогда через f(s) мы будем обозначать р-мерный Ни И. 
плекс sof: А, —К в К. 

Обозначим теперь через С,(К) свободную абелеву группу, имею- 
щую базисом множество п- мерных сингулярных симплексов схемы К. 
Любое отображение f:A,—>A, определяет, согласно сказанному 


выше, гомоморфизм 7:С «КС, (К), который, очевидно, является 


»мультипликативной“ фракцией от Г. Если теперь обозначить через 
С,(К) градуированную абелеву группу, составленную из последователь- 
ности С„(К), то на C,(K) мы получаем структуру базисного симпли- 
циального цепного комплекса над кольцом целых рациональных чисел. 
Вообще, если задана произвольная абелева группа А, то можно 
положить 
C,(K; А=С,(К)®А 


и обозначить через C,(K; А) градуированную группу, образованную 

группами C,(K; А). Элементы группы С„(К; А) называются п-мер- 

ными сингулярными цепями схемы К с коэффициентами из А. 

Их можно также определить как формальные линейные комбинации 

п-мерных сингулярных симплексов схемы К с коэффициентами из A. 
Аналогично определяют 


С"(К; А) = Нот (С, (К), A), 
С*(К; A)==Hom (С, (К), А) = (С"(К; A)) 


п>0* 
Элементы группы С"(К; А) — это сингулярные коцепи степени п 
в К со значениями в А. Их можно определить еше как функции, 
заданные на множестве п-мерных сингулярных симплексов схемы К, 
со значениями в А. 

Ясно, что C,(K; А) и С*(К; А) канонически наделены” симпли- 
циальными структурами в смысле предыдущего пункта. 

Если имеется симплициальное отображение К’ —>L, то естественным 
способом определяются гомоморфизмы симплициальных комплексов 


C,(K; A) >C, (А); С AV >C*(K; А. 


Поэтому К->С,(К; А) [соответственно К — С*(К; А)] можно рас- 
сматривать как ковариантный (соответственно контравариантный) 
функтор, определенный на категории симплициальных схем, со зна- 
чениями в категории симплициальных цепных (соответственно коцеп- 
ных) комплексов. 


1) Таким образом, сингулярный симплекс есть не что иное, как упоря- 
доченный симплекс в обычной терминологии. — Прим. перев. 
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Пусть К — симплициальная схема и / — подсхема в К. Комплекс 
C,(L) отождествляется, очевидно, с некоторым симплициальным под- 
комплексом в С,(К). Это дает возможность образовать фактор- 
группу 

С, (К mod L) = С, (KYC, (L), 


которая снова является симплициальным цепным комплексом. В общем 
случае для всякой абелевой группы А определяют симплициальные 
комплексы 


C,(K mod Zl; А) =С,(К mod р) ® A, 
С*(К modZ; А) = Ном (С, (К mod Г), А). 
Отсюда немедленно получаются точные последовательности 
OC, (1; А)> С. (К; АС. (К modL; А)>0, 
0-> С*(К то4[; А)->С*(К; A)—>C*(L; A) >0. 


До сих пор мы рассматривали примеры симплициальных цепных 
комплексов. Теперь мы дадим в рамках теории симплициальных схем 
примеры полусимплициальных цепных комплексов. 

Упорядоченной симплициальной схемой мы будем называть 
произвольную симплициальную схему К с таким отношением по- 
рядка, что каждый симплекс из К является вполне упорядоченным. 
В этом случае естественно определяется понятие возрастающего 
сингулярного симплекса схемы К (конечно, имеется в виду, что 
стандартные схемы A, снабжены их естественным отношением по- 
рядка). Рассматривая целочисленные линейные комбинации возра- 
стающих сингулярных симплексов схемы К, получаем очевидным 


образом полусимплициальный цепной комплекс ic (К). Имеет место 
включение 


Ce (КС, (К), 


совместимое с полусимплициальными структурами рассматриваемых 
гралуированных групп. Далее, для каждой абелевой группы А опре- 
деляются очевидным способом полусимплициальный цепной комплекс 
О. (К; А) и полусимплициальный коцепной комплекс ron (K; A). 

В заключение заметим, что любой симплициальной схеме К можно 
следующим образом канонически сопоставить топологическое про- 
странство Р(К). Рассмотрим все отображения f схемы К в мно- 
жество вещественных чисел, которые удовлетворяют следующим 
условиям: 

(а) множество тех хЕК, для которых f(x) 4:9, образует сим- 
плекс || в К; 

(b) f(x) >00 для всех хЕК; 

© Bfe)=1. 


Хек 
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Искомое пространство Р(К) является не чем иным, как множеством 
всех этих отображений с топологией, которую мы сейчас определим. 
Прежде всего, для каждого симплекса $ из К обозначим через Р ($) 
множество таких fEP(K), что |У|<5. Если S является вершиной x 
из К, то ясно, что P(S) сводится к единственной точке P(x) 
из Р(К). В случае произвольного симплекса S множество P(S) 
является, очевидно, выпуклой оболочкой (в векторном пространстве 
всех отображений К —К) множества точек P(x) (хЕ5). Так как 
последние точки, очевидно, линейно независимы, то для п-мерного 
симплекса 5 множество P(S) отождествляется (при записи вершин 


симплекса $ в определенном порядке) с множеством J, точек 


(ty, ..., 8) из R"*', удовлетворяющих условиям #>0, УЁ=1 
(„стандартный геометрический симплекс размерности и“, см. п. 3.4). 
После этого мы определим на P(S) топологию симплекса Js что 
превращает P(S) в компактное пространство. Будем говорить, что 
подмножество U множества Р(К) открыто, если ИПР($) открыто 
в P(S) для каждого симплекса $ из К. Для двух симплексов 5”, 5” 
из К имеем, очевидно, Р(5/”) ПР (5”) =Р(5'П 5”) и Р(5’) и P(SY 
индуцируют на P(S’ |5”) топологию, определенную непосредственно 
на этом последнем множестве. Таким образом, топология, опреде- 
ленная на Р ($), индуцирована топологией пространства P(K), и P(S) 
являются компактными множествами в Р(К), которые, разумеется, 
покрывают Р(К). Говорят, что Р(К) есть полиэдр, сопоставленный 
схеме К. 

Топологию в множестве Р(К) можно задать еще следующим 
образом. Каждый хЕК определяет отображение Р(К)-—> В, а именно 
f—f (x). Тогда топология в Р(К) — это наименее тонкая тополо- 
гия, оставляющая непрерывными все эти отображения. 

Ясно, что отображение К > Р(К) можно естественно доопреде- 
лить до ковариантного функтора на категории симплициальных 
схем со значениями в категории топологических пространств. Если 


имеется симплициальное отображение K zed L, то соответствующее He- 
прерывное отображение P(K)—>P(L) строится следующим образом. 
Оно переводит „вершину“ P(x) пространства Р(К) в вершину 
Р (0 (х)) пространства Р (Е), и для каждого. симплекса $ из К огра- 
ничение этого отображения на геометрический симплекс Р ($) является 
линейно-аффинным. 

Пусть К — некоторая симплициальная схема и Р(К) — соответ- 
ствующий ей полиэдр. Мы определим каноническим образом откры- 
тое покрытие (Иск пространства Р(К), нервом которого является 
данная симплициальная схема К. Для этого возьмем в качестве И, 
множество таких fEP(K), что f(x) #0. 

Для заданных элементов хо,..., х„ из К множество Uy, ||... П Ох 


непусто тогда и только тогда, когда существует такое ЛЕР(К), 


$ 3. СИМПЛИЦИАЛЬНЫЕ КОМПЛЕКСЫ 55 


что |/| содержит ху, ..., ¥,, т. е. когда Ху, ..., Х, принадлежат 
одному и тому же симплексу схемы К. Следовательно, нервом pac- 
сматриваемого покрытия является К. То, что U, являются открытыми 
множествами, следует из непрерывности отображения f —> f(x). 
Говорят, что М, является звездой вершины x в Р(К). Вообще 
3ве300й симплекса S в К называют множество Us == По, Это, 
xES 
следовательно, множество таких f EC P(K), что f (x) >0 для xES, 
Заметим, что если образовать барицентр &; геометрического сим- 


плекса Р ($), то для любого ГЕ Us замкнутый отрезок с концами f 
и &; содержится целиком в Us. 

Отметим еще, что покрытие (U,)\rex пространства P(K) является 
точечно конечным: для каждого f€ P(K) имеется только конечное 
число индексов х, таких, что fEU,. 

Легко видеть, каким образом можно построить все непрерывные 
отображения заданного топологического пространства Е в Р(К). 
Пусть ф — такое отображение, положим М, = 1(И,). Тогда полу- 
чаем открытое точечно конечное покрытие (М. к=% простран- 


ства Е, нервом которого является, очевидно, некоторая симплициаль- 
ная полсхема схемы К. Рассмотрим, кроме Toro, для каждого x € K 
функцию и,: f—> f(x), определенную на P(K), и композицию отобра- 
жений ©, ==И, ох. При этом получается семейство (dee x непрерывных 
отображений Е->В, которое, очевидно, обладает следующими 
свойствами: 9, всегда >20 и равна 0 вне M,, сумма функций ©, 
равна | всюду на Е. 

Обратно, возьмем открытое, точечно конечное покрытие (М). ск 
пространства Е, нервом которого является сама симплициальная 
схема К!), и некоторое разбиение единицы, подчиненное покры- 
тию (М) ск, т. е. семейство непрерывных функций o, на E, 
удовлетворяющих предыдущим условиям. Тогда для каждого СЕ 
легко проверяется, что функция /,: х->9,(Ё) определяет элемент 
пространства Р(К). Отсюда возникает отображение о: Ё#— 7, про- 
странства Е в P(K). Это отображение непрерывно, так как функ- 
ЦИИ И, °Ф=ф, непрерывны на Е. 

Конструкция, которую мы только что определили, требует выбора 
разбиения единицы, подчиненного данному покрытию. Однако с точ- 
ностью до гомотопии?) она от этого выбора не зависит. Для этого 
достаточно заметить, что если имеются два разбиения единицы 
(deer и (bee подчиненные данному покрытию, TO семейство 


1) Если нерв является симплициальной подсхемой К’ схемы К, то мож- 
но получить отображение Е->Р(К), используя отображение E->P (K’) 
в качестве промежуточного. 

ao гомотопных отображений будет определено позже (при- 
мер 3.7.2). 
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(l—Age +My) eg для OCA 1 является снова разбиением еди- 
ницы, подчиненным данному покрытию. Поэтому можно сказать, что 
каждое открытое точечно конечное покрытие (М, rex ПРОСтРан- 
ства Е с нервом К определяет класс попарно гомотопных не- 
прерывных отображений Е—>Р(К). При этом нужно только быть 
уверенным в существовании разбиения единицы, подчиненного данному 
покрытию % пространства Е (это имеет место, например, в случае, 
когда Е паракомпактно; см. гл. II, теорему 3.6.1). 

Если существует гомеоморфизм пространства Е на Р(К), то 
говорят, что Е допускает триангуляцию со схемой К. Каждая такая 
триангуляция является, по определению, гомеоморфизмом простран- 
ства Е на Р(К). Пространство Е называется триангулируемым, 
если хотя бы для одной симплициальной схемы К возможна триан- 
гуляция пространства E со схемой К. 


3.3. Коцепи со значениями в системе коэффициентов. 


Пусть Х — базисный симплициальный цепной комплекс. Обозначим 
через 5,(Х) множество п-мерных симплексов комплекса Х, а через 
$ (Х) — объединение множеств S,(X). Каждому отображению 

ра А,—4А, 
соответствует отображение 


Г:5,(Х) < $. (Х), 


„мультипликативно“ зависящее от /. 

Система коэффициентов над Х состоит в сопоставлении каждому 
$Е5(Х) модуля „9 ($) над заданным основным кольцом и каждому 
отображению /:А,->А, и любому $Е5.(Х) гомоморфизма огра- 
ничения 


FP (f (s)) > f(s). 


Естественно предположить, что этот гомоморфизм ограничения муль- 
типликативно зависит от / и что OH тождественен, если f тождественно. 

В частности, для любой симплициальной схемы К системой 
коэффициентов над К называют объект „97, состоящий в задании 
для каждого симплекса $ из К модуля „9? (5$) и для каждой пары 
симплексов 5, 7, удовлетворяющих условию SCT, такого гомомор- 
физма FY (S)—> (7), что выполнены следующие условия: этот гомо- 
морфизм тождественен, если $ = Т; если $ = Та Ц, то гомоморфизм 
LF (5) —>. (Ц) является композицией гомоморфизмов „5? ($) —> f(T) 
и Ff (T)> (И). Отсюда получается система коэффициентов над 
базисным симплициальным цепным комплексом С,(К): с каждым син- 
гулярным симплексом $ : A,—>K связывается модуль „57 (5)— 97 ($ (A,)), 
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а для Г: А,->А, гомоморфизм L (f(s))—> 9? ($) определяется оче- 
видным способом, исходя из отношения f (s)(4,)Cs (A,). 

Пусть, например, Е — топологическое пространство, „97 — пред- 
пучок абелевых групп с базой Е и M = (Mj); с, — открытое покрытие 
пространства Е. Определяя на / структуру симплициальной схемы, 
которая вытекает отсюда, мы можем построить некоторую систему 
коэффициентов над /. Для этого сопоставим каждому симплексу $ 
из / группу 

Lf ($) = „9 (Ms), где Ms = См. 
125 
Для SCT гомоморфизм 


Lf ($) = LF (Ms) > FY (Mr) = F(T) 


определяется структурой предпучка „59? и отношением М;> Мг. Мы 
детально изучим это положение в гл, II, § 5. 

Пусть „9? — система коэффициентов над базисным симплициальным 
цепным комплексом Х. Для каждого целого п > 0 положим 


cx; Y= Ш 926. 
SES, (Х) 


Тогда на градуированном модуле 
СС, 


имеем структуру симплициального коцепного комплекса, полученную 
следующим образом. Пусть задана коцепь 


A= (8 (9) ees (xy а (5) Е f(s) 
и отображение 
ре A,—> A; 
тогда коцепь степени 4 


будет определена по формуле 
8 ($) = ограничению элемента a(f(s)) на $ 


для каждого SES, (xX). Непосредственно проверяются аксиомы п. 3.1. 
В частности, для симплициальной схемы К с каждой системой 
коэффициентов „5% над К можно связать симплициальный коцепной 
комплекс С*(К; .f), а именно комплекс коцепей над С, (К) со зна- 
чениями в системе коэффициентов, определенной системой „97 надС, (К). 
В качестве еще более частного случая рассмотрим топологическое 
пространство E, его открытое покрытие M= (Мо, с, и предпучок „57 
абелевых групп с базой Е. Связывая с „57, как было изложено выше, 
систему коэффициентов над нервом / покрытия №, получаем симпли- 
чиальный коцепной комплекс. Обозначим его через С* (3%; SF). 
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Пусть „9? и off — две системы коэффициентов над базисным симпли- ° 
циальным цепным комплексом Х. Под гомоморфизмом 0: LS о 
мы понимаем задание для каждого $@5(Х) гомоморфизма модулей 
6(s): F(s)—>cA(s) при условии, что, каковы бы ни были $Е 5. (Х) 


и /Л:А,>А,, имеет место следующая коммутативная диаграмма: 


24 ©)-> AF )) 
} у 
f (5) >И (5) 


Определяя очевидным образом сумму и композицию двух гомомор- 
физмов, легко видеть, что системы коэффициентов над заданным X 
сбразуют абелеву категорию и что над этой категорией отображе- 
ние P—>C(X; Ff) есть точный ковариантный функтор со зна- 
чениями в категории симплициальных коцепных комплексов. Детальное 
доказательство этих утверждений оставляется читателю. 

Пусть, в частности, 3 — открытое покрытие топологического 
пространства Е. Тогда отображение „-—>С*(%; F) есть точный 
ковариантный функтор, определенный над категорией предпучков 
абелевых групп с базой Е, со значениями в категории симплициаль- 
ных коцепных комплексов над кольцом целых рациональных чисел. 


3.4. Сингулярные цепи топологического пространства !) 


Через J, мы будем обозначать множество таких точек f = (fp, ..., &,) 
в (п-- П)-мерном арифметическом пространстве В”"!, что 


£30. Hels cob 


Это компактное пространство, которое называют стандартным 
геометрическим симплексом размерности п. 

Отображение /:Д,-—>А, канонически определяет линейно-аффин- 
ное отображение 


f: Lie Ч, 
переводящее точку (4, ..., #,) в точку симплекса т координаты 
/ / 
которой fo, ..., fy задаются формулами 
7 
2} ares > Ё и 
1=Л 


’ . м 

[мы полагаем ¢; =0, если / не принадлежит множеству 1(А,|. Можно 
также определить f как линейно-аффинное огображение симплекса J, 
1) Мы изучим в этом параграфе только наиболее элементарную часть 


теории сингулярных гомологий. Значительно более детальное исследование 
в связи с теорией пучков можно будет найти в гл. Ш этого труда. 
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в Л, которое отображает {-ю вершину симплекса J, в /(1)-ю вер- 


шину симплекса Л. | 

Очевидно, что соответствие между f u является мультипли- 
кативным. 

Пусть теперь Е — топологическое пространство. Сингулярным 
симплексом размерности n в Е называют любое непрерывное ото- 
бражение 

Sid, —>E. 
Пусть &,,(E)— множество этих симплексов. Тогда любому отображе- 
нию f : A,—> А, соответствует отображение д: У. (Е)->У,(Е), а именно 
то, которое преобразует s:J,->E в 5°/:/,->Е. Очевидно, что 


условия „транзитивности“, необходимые для образования базисного 
симплициального цепного комплекса, выполнены. Обозначим этот 
комплекс через CS,(E). Его элементами являются целочисленные 
сингулярные цепи в Е. Таким образом, CS,(E) есть свободная 
абелева группа, имеющая в качестве базиса У, (Е), а структурные 
операторы f определяются по линейности из операторов, введен- 
ных выше. 
Если А — произвольная абелева группа, то положим 


С$, (Е; A)=CS,(E)@ A. 


Это приводит нас к сингулярным цепям с коэффициентами в А. 
Полагая 
CS*(E; А) = Нот (С$, (Е), А), 


получаем сингулярные коцепи пространства Е со значениями в А. 

С каждым непрерывным отображением 6: Е->Р связан гомомор- 
физм базисных симплициальных комплексов CS, (Е) —> CS, (Е), получен- 
ный преобразованием сингулярного симплекса $ : /, > Ев доз: J.-F. 
Отсюда следуют гомоморфизмы 


CS,(E; А)—С$,(Е; А), CS*(F; А) С5$*(Е; А) 


для любой абелевой группы А. 

Возьмем, в частности, пространство E и его подпространство F. 
Тогда каноническое вложение F в Е отождествляет CS,(F) с не- 
которым базисным подкомплексом комплекса CS,(E). Это дает 
возможность определить группу 


CS, (Е mod В) = CS, (ECS, (Е), 


которая является симплициальным комплексом (но не базисным симпли- 
циальным комплексом). Вообще для произвольной абелевой группы А 
определяются симплициальные комплексы 


CS,(E mod F; A)=CS,(E mod F)@ А, 
~CS*(E mod F; A)==Hom(CS,(E mod F), A) 
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и имеют место точные последовательности 
0—>CS,(F; А) С$,(Е; A)—>CS,(E mod Е; А) —>0, 
0->CS*(E mod F; A)-> CS*(E; A)—> CS*(F; А)->0. 


Замечание 3.4.1. Пусть К — симплициальная схема. Мы пока- 
жем сейчас, что можно каноническим образом отождествить симпли- 
циальный комплекс С. (К) с некоторым симплициальным подкомплексом 
в CS,(P(K)), где Р(К) есть полиэдр, сопоставленный схеме К. 
Цля этого достаточно отождествить каждый сингулярный симплекс 


$: А, К 


с некоторым сингулярным симплексом топологического пространства 
Р(К). Поскольку отображение $ симплициально, то оно индуцирует 
непрерывное отображение P(A,)—> P(K). Ввиду того что P(A,) кано- 
нически гомеоморфно стандартному пространству J,, наше утвержде- 
ние доказано. 

Мы увидим в дальнейшем, что с гомологической точки зрения 
комплексы C,(K) и С$,(Р(К)) эквивалентны. 


3.5. Дифференциал симплициального комплекса. 


Пусть Х, — полусимплициальный цепной комплекс. Для каждого 
целого #20 и целого i, такого, что 0 <{< п, рассмотрим строго 
возрастающее отображение 


i 
Fry? Ap-1—> An, 
которое определяет сингулярный симплекс 


О naka) 


размерности п —1 в А,. Этому отображению соответствует гомо- 
морфизм ; 
Ев : Xn — Xn-1- 


Если s€X,, то говорят, что Е» ($) есть {я грань цепи $5. 
Определим теперь дифференциал в Х, формулой 


ds = X(—1)" Fr(s) (SE X,). 


Разумеется, это определение имеет смысл также для симплициаль- 
ных цепных комплексов, так как на них задана, в частности, и полу- 
симплициальная структура. Прежде чем доказывать, что 4 = 0, сде- 


лаем следующее замечание. Пусть С; (А„) — комплекс целочисленных 
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возрастающих  сингулярных цепей стандартной симплициальной 
схемы A,. Тождественное отображение u,:A,—>A, определяет сим- 


плекс и, Cy (An), часто называемый фундаментальным симплексом 


размерности п. Ясно, что для каждого р абелева группа С (An) 
допускает в качестве базиса множество симплексов /(и„), где ЛЕ Gans 
Отсюда следует, что если Х — полусимплициальный цепной комплекс, 
то для каждого SEX, существует гомоморфизм С. (А) Xz, 
отображающий и, в $, и что такой гомоморфизм единственен. 

Так как определение оператора d является, очевидно, „функтор- 
ным“, TO из предыдущего замечания следует, что для установления 
соотношения 44 ==0 достаточно сделать это в том случае, когда 
Х= С: (Aq). Тем более достаточно сделать это в том случае, когда 
X=C,(K), где К — произвольная симплициальная схема. В этом 
последнем случае очевидно, что оператор @ определяется на сингу- 
лярных симплексах схемы АК формулой 


Паб а 


и требуемое равенство проверяется тривиальными вычислениями. 

Рассмотрим теперь полусимплициальный коцепной комплекс Х*. 
Дифференциал в Х* определяют, „транспонируя“ данную выше фор- 
мулу, т. е. полагая 


. ds = УХ (—1'Ри+1() Ех". 


Разумеется, снова выполнено равенство 44 =0. В качестве примера 
предположим, что X*=C*(K; А), где К — симилициальная схема 
и А— абелева группа. Коцепью степени я является функция Л (Ху, ..., Хо) 
со значениями в A, определенная для Xp, ..., х„СК, принадлежащих 
одному и тому же симплексу схемы К. Имеем формулу 


n+l 


Oh eee san Sad = (V's Л, cine Mis ab ea eed: 


Эти определения дают возможность говорить © группах гомоло- 
гий H,(X) симплициального цепного комплекса Х и о группах 
когомологий Н"(Х) симплициального коцепного комплекса. 

Пример 3.5.1. Если К — симплициальная схема, то группы 
гомологий комплекса C,(K; А) обозначаются через Н, (К; A), а группы 
когомологий комплекса С*(К; А) — через H"(K; А). Каждое симпли- 
циальное отображение 


9; К—/ 
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определяет гомоморфизмы 
6,: H,(K; А) —> НН, (Е; A), 
9": H"(L; A)—>H"(K; A). 
С другой стороны, если Ё есть подсхема схемы А, то производные 


группы для 
С. (К modL; А) и C*(K modL; А) 


обозначаются через H,(K modZl; А) и Н"(К modZL; А). В этом слу- 
чае в силу точных последовательностей п. 3.2 имеем точную гомо- 
логическую последовательность 


. > H, (4; А)-> Н,(К; А) > H,(K mod [; А) > H,_\(L; А)... 
ЭН А) > Hy (К; А) Ну (К mod Ll; А)->0 


И точную когомологическую последовательность 


0—> H°(K modL; A) Н®(К; А) Н9([; А). 
.. > H"(K тоа[; А)-> H"(K; А)-> 
-> Н"([; A)—> H"*'(K шой [; А)->. 


Если теперь К — упорядоченная симплициальная схема, то рас- 
смотрение комплекса Cy (К) приводит к группам гомологий Hy (К; А) 
и группам когомологий H" (К; А). Заметим, что включение 
С, (К)еС,(К) приводит к каноническим гомоморфизмам 


Н"(К; А) НУ(К; А), Ha (К; А> НИК; A). 


Мы покажем в дальнейшем, что эти гомоморфизмы являются изо- 
морфизмами. 

Пример 3.5.2. Пусть Х — базисный симплициальный цепной 
комплекс и »€ — система коэффициентов над Х. Группы когомологий 
комплекса С*(Х; u£) обозначаются через Н”(Х; М). Каждый гомо- 
морфизм 0: 4-> Я определяет гомоморфизмы 8*: М” (Х; 4) >H" (X; #) 
и всякой точной последовательности систем коэффициентов вида 


00> > A> KA’—>0 


сопоставляется точная когомологическая последовательность вида 


0— H°(Xs Ah) > НХ; Ah) > НХ; НХ; A> ... 
2. > A(X; A) > HH" (X; A> A(X; М) AVX AN... 
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В частности, каждой системе коэффициентов _fY над симплициальной 
схемой К сопоставляются группы Н”(К; .57Р) = H"(C*(K; „)). 
В еще более частном случае, когда имеется топологическое про- 
странство FE, открытое покрытие YR пространства Е и предпучок „5? 
абелевых групп с базой Е, получаются группы когомологий покры- 
тия Dt со значениями в Ff 


Н" (QM; 59) = Н" (С*(%%; F)). 
С каждой точной последовательностью предпучков 
> 9 — > 9" >0 


связана точная когомологическая последовательность 


„=> AM; 9) Н" OM 9”) > Н"+1 (95; PI->.... 


Пример 3.5.3. Пусть Е —топологическое пространство и А—абе- 
лева группа. Положим 


Н,(Е; А) = H,,(CS,(E; А)), Н"”(Е; А) = H" (CS*(E; A)). 
Тогда получаем группы сингулярных 2гомологий и сингулярных 
когомологий пространства Е. Каждое непрерывное отображение 
Л: Е—Р определяет гомоморфизмы 

f,:H,(E; АА Н, (Е; А; РЁ: H"(F; A> Н"(Е; А). 


В частности, если F является подпространством в Е, то, определяя 
очевидным способом „относительные“ группы, получаем точные после- 
довательности сингулярных гомологий и когомологий 


} ..>Н, (В; A) —> Н, (Е; А)->Н, (Е mod F; А) 2+ H,_,(F; А)... 


... ->H"(Emod F; А) H"(E; A) > 
> H"(F; А) -2> Н"+! (Е modF; A)>... 


3.6. Декартово произведение симплициальных комплексов. 


Пусть Х и У— два симплициальных цепных комплекса над 
основным кольцом А. Предположим, что Х образован правыми 
А-модулями, а У — левыми А-модулями. Кроме комплекса Х®У 

А 


(который не обладает естественной „симплициальной“ структурой), 
мы будем рассматривать новый цепной комплекс, который называется 
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декартовым произведением (над кольцом А) комплексов Хи Y u 

который допускает симплициальную структуру. Этот комплекс, обо- 

значаемый через Xx Y, определяется следующим образом. Его ком- 
А 


понентой размерности HN является 


| (Xx VY), =X, @Y,, 
A A 


и для любого отображения /:А,->А, структурный гомоморфизм 
а (x x и, > (X x у 


задается формулой 


| Fear =Fe@Fr | 


Ясно, что аксиомы п. 3.1 выполнены. 
Аналогично определяется декартово произведение двух симпли- 
циальных коцепных комплексов 


(Хх)! = "Фу", FRX’ = Fr ee. 
A A 


Пусть Хи У — два симплициальных цепных комплекса. Для за- 
данных элементов аЕХ, и OCY, мы будем обозначать элемент 
a®b из X,@Y, через axb, если хотим указать, что @@OH pac- 


сматривается как элемент декартова произведения ХхУ, а не 
А 
тензорного произведения Х©@У (так что @x OH имеет размерность п, 
А 


тогда как а®6 — размерность 2п). Аналогичные обозначения будут 
применены по отношению к симплициальным коцепным комплексам. 
Пусть теперь Х и Y — два базисных симплициальных цепных 
комплекса. Тогда Xx Y будет базисным симплициальным цепным 
А 
комплексом. По определению симплексом размерности й в в Y 
является элемент Sx, где $ есть п-мерный симплекс комплекса Х, 
а { — п-мерный симплекс комплекса У. Поэтому для каждого n > 0 
имеем равенство 


$. (Xx у) = 5.0 Х 5,0). 


Пусть Г: ^—>Х и g: Y’-»>Y —гомоморфизмы симплициальных 
цепных (соответственно коцепных) комплексов. Тогда существует 
единственный гомоморфизм 


хе: ху’ > ХхУ, 
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который удовлетворяет следующему условию: f x g(a’ x 6') = 
= f(a’) x = (5’) для в Ех. и bE Y,. Это декартово произведение 
гомоморфизлмов f и г. 

Предыдущие определения распространяются очевидным образом 
на полусимплициальные структуры. 

Пример 3.6.1. Пусть К и Ёр— две симплициальные схемы. 
Обозначим через К XL следующую симплициальную схему. Множе- 
ство К XL есть прямое произведение множеств К и Ё в обычном 
смысле слова, и конечное непустое подмножество в А XL является 
симплексом тогда и только тогда, когда его проекции являются 
симплексами схем К и Ё. Ясно, что аксиомы симплициальной схемы 
выполнены. 

В этом случае имеем канонический изоморфизм базисных симпли- 
циальных комплексов 


C(K)xC,(L) =C,(K XL), | 


Действительно, сингулярный симплекс размерности п BOK XL есть 
последовательность точек ((ху, Уз), ..., (хи, У) из K XL, при- 
надлежащих симплексу схемы К XL. Это означает, что последова- 
тельности 


— (ху, ee, Хх), F=(Nor ees Ум) 


являются сингулярными симплексами размерности п в К и Ё. Иначе 
говоря, можно отождествить множество У,(К XL) сингулярных 
симплексов размерности 2 в K XL с произведением У„(К) Ж У, (L). 
Требуемое отождествление получается отсюда немедленно. 

Совершенно очевидна (в силу ассоциативности тензорного про- 
изведения) формула 


С, (К; А)хС, (1; B)=C,(K XL; AQ B), 


справедливая для любых абелевых групп Аи В. Напротив, анало- 
гичная формула для коцепных комплексов, вообще говоря, неверна, 
если только симплициальные схемы К и L не являются конечными. 

Пример 3.6.2. Пусть Е и F — два топологических простран- 
ства и 


и: ЕЖЕ 


— сингулярный симплекс размерности п в произведении пространств. 
Его композиции с проекциями дают сингулярные симплексы 


siJ,>E, Е:Л-Р, 


5 Р. Годеман 
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залание которых определяет и. Наоборот, для заданных сингулярных 
симплексов $ и ¢ размерности п в Е и F существует симплекс и, 
который допускает их в качестве „проекций“. Инане говоря, мы 
имеем здесь снова L (EX FP)=2,(FE)K Х,(ЁР), откуда немедленно 
следует канонический изоморфизм базисных симплициальных ком- 
плексов 


| CS, (Е) x CS,(F) =CS,(E ХР). | 


Вообще имеем 


| CS,(E; A)x CS,(F; В) = С$, (Е ЖЕ; А®В), | 


каковы бы ни были абелевы группы А и В. 

Пример 3.6.3. Пусть К и Ё — две упорядоченные симплициаль- 
ные схемы. Определим в произведении множеств К XL отношение 
порядка 

(x7, у) <, У, 
если 
ххх и уху, 

и назовем симплексом в К XL любое конечное непустое подмноже- 
ство $5, которое удовлетворяет следующим условиям: проекции мно- 
жества 5 являются симплексами схем Ки Ги, кроме того, 5 вполне 
упорядочено. Тогда получается упорядоченная симплициальная схема, 
которая называется декартовым произведением упорядоченных сим- 
плициальных схем К и L. Ясно, что возрастающим сингулярным 
симплексом в А ЖД размерности п является такая последователь- 
ность ((Xq, У), ..., (Хи, Уи), YTO (XQ, 0-2, Хи (Yor eres Mm 
возрастающие сингулярные симплексы схем К и L. Отсюда полу- 
чается канонический изоморфизм 


Ch (K XL) =C} (K)x CF (LD). 


3.7. Симплициальные гомотопии. 


В этом пункте мы будем обозначать через /, комплекс С, (Aj) 
целочисленных (или с коэффициентами в основном кольце А) сингу- 
лярных цепей симплициальной схемы A,. Этот комплекс будет играть 
роль, аналогичную роли „единичного сегмента“ в „геометрической“ 
теории гомотопии. Заметим, что основное кольцо А действует справа 
и слева на [., так что если Х — симплициальный цепной комплекс, 
образованный левыми А-модулями, то можно образовать произведение 
1. хХ, которое снова является симплициальным цепным комплексом 

А 
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с левыми операторами из A!). В дальнейшем мы будем писать ХхУ 


вместо ХхУ, если, конечно, основное кольцо А фиксировано. 
А 
Определим прежде всего для каждого симплициального цепного 


комплекса Х гомоморфизмы симплициальных комплексов 
ь 2 
р, Л: X->1,x X. 


Для этого рассмотрим для каждого п следующие п-мерные симп- 
лексы комплекса /,: 


Peri We. Ее dds 
Положим 
Л(х)=шхх, Л(хы=шхх, если ат (х)=и. 


Проверка того, что № и Л коммутируют с операторами граней, 
очевидна. Заметим к тому же, что № и Л можно определить еще 
следующим образом. Рассмотрим симплициальную схему Ay. Для 
каждого Х имеем очевидным образом канонический изоморфизм 


C, (dy) x X= X. 


С другой стороны, имеются два симплициальных отображения 
А, —А,, а именно 0—0 и 0—1, откуда получаются два гомомор- 
физма 

C,, (Ay) хХ-—С, (А) хх. 


Рассматривая их композиции с предыдущим изоморфизмом, полу- 
чаем би Л. 

Например, если Х=С,(К), где К — некоторая симплициальная 
схема, то f° и Л определяются очевидным образом симплициальными 
отображениями х —> (0, x) и х—>(1, х) схемы К в А ЖК. 

Обозначим через Я, категорию симплициальных цепных комплек- 
сов. Сопоставления Х—>Х и X->1,x X можно рассматривать как 
ковариантные функторы на RK, со значениями в категории цепных 
комплексов. Тогда № и Л являются естественными преобразова- 
HHAMH. 

Теорема 3.7.1. Естественные преобразования № и Л гомо- 
топны. 

Иначе говоря, существуют такие естественные преобразования 


dD, : А С Хит, 
что 
jJi— pP=deD,+D,_,0d в размерности п. 
') Если Г — двусторонний А-модуль и М — левый А-модуль, то ом 


можно рассматривать как левый А-модуль, полагая А (© т) = № © т, где 
ACA, [Е [, ТЕМ. — Прим. перев, 


5* 


68 ГЛ. 1. ГОМОЛОГИЧЕСКАЯ АЛГЕБРА 


Ограничимся сначала категорией Ё симплициальных схем, иначе 
говоря, рассмотрим сначала комплексы вида C,(K; A), где А — основ» 
ное кольцо. Для определения гомоморфизма 


D:C,(K; A)—>C,(4, ЖК; А) 


достаточно сделать это на сингулярных симплексах схемы К. Мы 
положим 


Ранее даю, ны а, &,) 


(правая часть является сингулярной цепью размерности “#-+ | 
в A, ЖК). Так как 


J (Xq, ..., Хо = ((0, Xp), ..., (0, х,)), 
Pepe ies ХДЕ Хао 2)9: 


то проверка того, что D есть гомотопия, связывающая Фи Л, 
является упражнением в тривиальных выкладках. Кроме того, ясно, 
что О является естественным преобразованием в категории симпли- 
циальных схем. К тому же справедлива формула 


р) = Ут, (и, f)- 4x f(s) Gdim(s)=n), 


где и пробегает множество сингулярных симплексов размерности 
п--1 в А, / — множество отображений A,,,;—>A, и где коэффи- 
циенты 1„(и, Г) являются целыми рациональными числами, не зави- 
сящими от К. | 

В случае произвольного симплициального цепного комплекса Х 
мы определяем D с помощью предыдушей формулы, где $ Ha этот 
раз обозначает произвольный элемент модуля X,. То, что D является 
снова гомотопией между Л и Л, вытекает по сути дела из того, 
что уже доказано, из того, что 2, Л, 4 и D являются естествен- 
ными преобразованиями на категории ®,, и, наконец, из того, что 
для любого x €X, существуют симплициальная схема K и гомомор- 
физм С,(К)—Х, образ которого содержит x. 

Важное следствие из предыдущего результата получается, когда 
рассматривают два симплициальных цепных комплекса ХиУи два 
гомоморфизма - 


00, 01; ХУ. 


Говорят, что эти гомоморфизмы симплициально гомотопны, если 
существует такой гомоморфизм симплициальных комплексов | 


0:1, х Х—>У, 


что 00 —6о Л, 01 —0оЛ. Ясно, что в этом случае имеется следую- 
щий результат, . 
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Теорема 3.7.2. Два симплициально гомотопных гомомор- 
физма симплициальных цепных комплексов являются гомотоп» 
ными и как гомоморфизмы комплексов. 

Пример 3.7.1. Пусть К и Ё— две симплициальные схемы. 
Рассмотрим симплициальные отображения 


т: К —> 1. 


Говорят, что они симплициально гомотопны, если для каждого 
симплекса S из К множества 0°(S) и 01($) содержатся в одном и 
том же симплексе из Д. 

Определим в этом случае отображение 


9: xX KL, 
положив 


0((0, х)) = (<), 0((1, х)) = (5). 


Ясно, что 9 симплициально (и, наоборот, если § симплициально, 
то 6° ин 6} симплициально гомотопны). Перейдем теперь к сингуляр- 
ным цепным комплексам для К, Lou А ХК. В силу формул из 
примера 3.6.1 получаем условия предыдущей теоремы. Поэтому 
имеет место 

Теорема 3.7.3. Пусть 60 и 01 — два симплициально гомо- 
топных симплициальных отображения симплициальной схемы К 
в симплициальную схему Г. Тогда гомоморфизмы 


C,(K)>C,(), 


индуцированные отображениями 0° и 01, гомотопны и для. любой 
абелевой группы А гомоморфизмы 


H,(K; A)>H,(L; А), Н"(; A) > H"(K; A), 


индуцированные отображениями 68 и 01, совпадают. 

Рассмотрим, в частности, коническую симплициальную схему К, 
т. е. схему, в которой существует такая точка аЕ А, что для любого 
симплекса 5 из К множество SU {a}. также является’ симплексом 
из К. Это условие эквивалентно тому, что симплициальные отобра- 
жения х->х и х->а симплициально гомотопны. Отсюда следует, 
что если обозначить через C,(@) подкомплекс комплекса С,(К), 
соответствующий симплициальной подсхеме, состоящей только ия 
точки а, то тождественное отображение С,(К)—>С,(К) гомотопно 
отображению С,(К)->С,(а), определенному отображением х—а. 
Так как последний гомоморфизм является, очевидно, проектирова- 
нием комплекса С,(К) на С, (а), то получаем, что комплексы C,(K) 
и С. (4) гомотопно эквивалентны: pan 

Отметим, кроме того, что для каждой ааа схемы К 
в комплексе C,(K) определено дополнение С, (К)—7, а именно 
отображение, ‚которое. принимает значение 1 на каждом О-мернем 
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симплексе схемы К (как мы видели, это же справедливо и в более 
общем случае для любого базисного симплициального цепного ком- 
плекса). Будем говорить, что схема К ациклична, если комплекс 
C,(K) с дополнением ацикличен. Тогда из предшествующих замечаний 
немедленно следует, что каждая коническая симплициальная 
схема ациклична. Это же можно получить, используя следующий 
оператор гомотопии (который не совпадает с оператором, получаю- 
щимся из доказательства теоремы 3.7.1): 


Ху... М) > (@, Xq, ‹.., X,)- 


Его называют коническим оператором с вершиной а. 
Заметим, что из этих результатов следует 
Теорема 3.7.4. Каждая симплициальная схема вида 


А.Х... ЖА, 
ациклична. 
Пример 3.7.2. Пусть Е и Е — два топологических простран- 
ства и 
00, 01:E>F 


— непрерывные отображения. Обозначая через Л стандартный гео- 
метрический симплекс размерности |, имеем два непрерывных ото- 
бражения 

Л, Л: Е ЛЖЬЁ, 


определенные равенствами 
Л <) = (Px) Л(х)=(РЬ x) 


(Р9 — это точка (1, 0), а Р!— точка (0, 1) в Л, так что Л в R? 
является прямолинейным отрезком с концами P° и Р'). 

Говорят, что 6° и 61 гомотопны, если существует такое непре- 
рывное отображение 


9; ЛЖЕ-Р, 


что 00 — бо 72, 01 — бо]. 

Теорема 3.7.5. Пусть 6° и 01 — гомотопные друг другу 
непрерывные отображения пространства Е в пространство Е. 
Тогда гомоморфизмы 

С$,(В)—> CS, (Е), 


индуцированные отображениями 0% и 01, сииплициально гомо- 
топны и для любой абелевой группы А гомоморфизмы 


H,(E; A)>H,(F; А), Н"(Е; А) Н"(Е; A), 
индуцированные отображениями § и 01, совпадают. 
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Действительно, непрерывные отображения /°, Л и 6 определяют 
гомоморфизмы 


Л, Л:5$,(В)-5С$,4Х Е) == 6$, (1) x CS, (Е), 
0,:С$.(ЛЖЕ)==С$, (Л) x CS, (E) > CS, (F). 
Далее, для каждого целого п имеем естественное вложение 
С, (А) 5, (Л,), 


получающееся при отождествлении симплициального отображения 


f:A,->A, с соответствующим непрерывным отображением 7: Jp d 
Тогда легко проверяется, что и Л сводятся в действительности 


к каноническим гомоморфизмам 
CS, (E)-> I, x С$, (Е), 


если учесть вышеупомянутое отождествление комплекса /, с под- 
комплексом в CS,(J,). Рассматривая гомоморфизм /,хС$, (Е) > 
—>CS,(F), являющийся ограничением гомоморфизма 0,, получаем не- 
медленно искомый результат. 

В качестве следствия из предыдущей теоремы рассмотрим про- 
странство Е и его подпространство Р. Говорят, что Р является ре- 
трактом пространства Е, если существует непрерывное отображе- 
ние пространства E на F, которое совпадает на F с тождественным 
отображением. Если это отображение, кроме того, гомотопно тож- 
дественному (как отображение Е->Е), то говорят, что Р есть де- 
формационный ретракт пространства Е. В этом случае канониче- 
ские гомоморфизмы H,(F; 2) > Н,(Е; 2) являются изоморфиз- 
мами. 

Действительно, рассмотрим, с одной стороны, каноническое 
вложение fj: Р —>Е и, с другой стороны, ретрагирующее отображе- 
ние р: Е —> Е, гомотопное тождественному. Очевидно, что отображе- 
ние 


р.°/,:С$.(Р)-->С$,(Р) 


тождественно. С другой стороны, отображение Лор, :С$. (Е) 
—С5,(Е) сводится к р, и гомотопно тождественному в силу пре- 
дыдущей теоремы. Следовательно, комплексы CS,(F) и С$, (Е) гомо- 
топно эквивалентны, что и доказывает наше утверждение. 

В частности, говорят, что пространство стягиваемо, если оно 
допускает деформационный ретракт, состоящий из одной точки. 
В этом случае имеет место 

Теорема 3.7.6. Сингулярные гомологии стягиваемого про- 
странства Е задаются формулами 


H(E; Z)=Z, Н, (Е; Z)=0 для n>. 
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Этот результат применяется, например, в следующей ситуации. 
Пусть У — вешественное топологическое векторное пространство и 
Е — некоторое подмножество в У. Говорят, что E есть конус, если 
существует такая точка а Е, что для любого «CE замкнутый от- 
резок с концами а и х целиком содержится в Е. В этом случае син- 
гулярные гомологии пространства Е тривиальны. 

Если имеется, в частности, симплициальная схема K и рассма- 
тривается открытое покрытие полиэдра Р(К), образованное звез- 
дами И, вершин Р(К) (п. 3.2), то замечаем, что сингулярные гомо- 
логии каждого конечного пересечения множеств И, тривиальны. 

Методы и результаты, которые мы изложили в этом пункте, 
распространяются с соответствующими изменениями на теорию сим- 
плициальных коцепных комплексов. 

При этом вместо комплекса /, сингулярных цепей схемы A, 
с коэффициентами в заданном основном кольце А нужно рассматри- 
вать комплекс /* сингулярных коцепей схемы A, со значениями в A, 
Для каждого целого п группа /" является множеством гомоморфиз- 
мов модуля /, в основное кольцо и, в частности, каждый элемент 
группы /” имеет „значение“ на любом симплексе размерности п в /,. 

Пусть теперь Х — симплициальный коцепной комплекс. На этот 
раз имеем канонические гомоморфизмы 


Jip Dest PASS 
определенные следующим образом. Для «Е /" и x€ X” полагаем 
; ae eo 
Jo (a x x) == a (uh) x, 
: = п. 
jy(ax x)= a(u!) + x, 
где 10 и ui — определенные ранее симплексы (стр. 67). 

Если рассматривать jg и Л как гомоморфизмы функторов со 
значениями в категории коцепных комплексов, TO Ди Л 20.MO- 
топны, т. е. существуют такие естественные преобразования 

р": (1, x XY" > X""!, 
что в степени п 
д— jp de р" Dl 0d. 
Эти гомоморфизмы можно, впрочем, определить по формулам пре- 
дыдущего пункта. Точнее, если взять формулу 


Р.(х) = Хи (и, Л): их f(x) 


предылущего пункта [x €X,, суммирование распространяется на сим- 
плексы и размерности в--1 в /, и отображения f:A,,,—>A,, 
а коэффициенты 1„(и, f) являются целыми рациональными числами], 
то легко видеть, что можно определить 0” по следующей формуле: 


‚ тах x)= У ии (и, Ла (и). f (x), 
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где суммирование распространяется на симплексы и размерности п 
в Ги отображения f:A,—->A,_). 
Рассмотрим теперь два гомоморфизма 


05, В: Х—>У 


симплициальных коцепных комплексов. Говорят, что OHH симплици- 
ально гомотопны, если существует такой гомоморфизм 


9: Х—Г ху, 
что 
Ал: (1=0,1). 
Из предыдущих результатов ясно, что симплициально гомотопные 
гомоморфизмы гомотопны как гомоморфизмы коцепных комплек- 


cos. Этот результат будет нам полезен при изучении когомологий 
Чеха (ra. Il, § 5). 


3.8. Ориентированные цепи и альтернированные коцепи. 


Пусть Х — симплициальный цепной комплекс. Для каждого це- 
лого n> 0 любое отображение А,-—>А,„ каноническим образом опре- 
деляет эндоморфизм модуля X,. Отсюда видно, в частности, что 
группа подстановок множества A, действует на модуле X,. Через 
= (и) мы будем обозначать четность любой заданной подстановки и. 

Цепь x CX, называется вырожденной, если она принадлежит 
подмодулю модуля X,, порожденному следующими элементами: 

(а) цепями вида и (у) — (и) у, где у — произвольный элемент из А’, 
и и — произвольная подстановка множества A,; 

(5) цепями вида f(z), где f — произвольное отображение множе- 
ства A, в A,(p<n—1) и 2— произвольный элемент модуля Х,. 

Множество вырожденных элементов в Х„ обозначим через D, (Х), 
а градуированный подмодуль модуля А, имеющий однородными ком- 
понентами модули D, (X), — через D(X). Тогда D(X) является noo- 
комплексом комплекса Х, т. е. инвариантен относительно гранич- 
ного оператора в Х (но, разумеется, не относительно операторов 
граней в Х). Докажем это утверждение. 

Очевидно, достаточно доказать, что цепь Ax вырождена, когда х 
имеет вид и(у)—=(и)у или f(y). С другой стороны, ясно, что 
каждый гомоморфизм Х-—>Х’ симплициальных цепных комплексов 
отображает D(X) в D(X’). При помощи рассуждений, уже не раз 
нами использованных, из этих двух замечаний можно вывести, что 
достаточно доказать наше утверждение в том частном случае, когда Хх 
имеет вид С,(К), где К — симплициальная схема, и когда у — син- 
гулярный симплекс схемы К. Мы предоставляем читателю прове 
доказательство в этом случае. : 
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Элементы фактор-модуля X,/D,(X) называют п-мерными ориен- 
тированными цепями комплекса Х. Комплекс ориентированных 
цепей в Х определяют как X/D(X). 

Когда Х является полусимплициальным цепным комплексом, 
можно снова определить подкомплекс D(X), а именно гралуирован- 


ный подмодуль, порожденный цепями f(y), где у имеет произволь- 
ную размерность n, а f пробегает совокупность возрастающих ото- 
бражений множеств A, BA, (p=n-+1, n-+2,...). 
В этом случае легко доказать 1), используя каноническое отобра- 
жение 
Х-—Х/О(Х), 


что цепные комплексы Х и X/D(X) естественным образом гомо- 
топно эквивалентны. Можно, очевидно, предположить, что анало- 
гичный результат справедлив для категории симплициальных цепных 
комплексов. К сожалению, автор не знает, верно ли это. 

Мы покажем, однако, что имеется интересный результат, отно- 
сящийся к категории 7 упорядоченных симплициальных схем 
(гомоморфизмами К —>[ здесь являются строго возрастающие сим- 
плициальные отображения). На этой категории функторы 


K->C,(K) и К>С,(КУ/О (С, (К)) 


гомотопно эквивалентны. 


а, 
Прежде всего заметим, что для каждого KEf ” существует раз- 
ложение комплекса С,(К) в прямую сумму 


С, (К) = С: * (K)4- DC, (K)), 


где через С; *(К) обозначен подкомплекс в С,(К), имеющий в ка- 
честве базиса строго возрастающие сингулярные симплексы 5: А„—>К 
из К. 

Действительно, пусть (ху, ..., Х,) ==$ — сингулярный симплекс 
схемы К. Если x, не являются попарно различными, то этот сими- 
лекс находится в D(C,(K)). Если же x, попарно различны, то, 
очевидно, существуют строго возрастающий сингулярный симплекс & и 
подстановка и множества А,, удовлетворяющие равенству $ = и (#), 
откуда s==u(t)—e(u)-t-+e(u)-t. Тем самым доказано, что С. (К) 
есть сумма модулей СУТ (К) и D(C,(K)). Остается показать, что 
эта сумма прямая. Для этого достаточно заметить, что модуль 
D(C,(K)) в размерности MH порожден, с одной стороны, сингуляр- 
ными симплексами (Xo, ..., X,), некоторые вершины которых совпа- 
дают, а с другой стороны, цепями вида и (5) —®(и). 5, где $ про- 


1) Eilenberg S, MacLane S, On the groups Н(П, п). 1, Ann, 
Math., 58 (1953), 55—106; см. теорему 4.1, 


$ 3. СИМПЛИЦИАЛЬНЫЕ КОМПЛЕКСЫ 75 


бегает множество строго возрастающих сингулярных симплексов 
размерности п и и пробегает группу подстановок множества A,. 
Наше утверждение легко следует отсюда. 

После этого становится ясным, что на категории f** мы имеем 
канонический изоморфизм между функторами 


К—>С#"(К) и К> С, (КУР (С, (К). 


Поэтому все сводится к доказательству того, что функторы 
K->Cet(K) и КС. (К) 


гомотопно эквивалентны. Для доказательства этого мы используем 
следствие из теоремы 2.5.2, взяв в качестве моделей в категории Ё** 
упорядоченные схемы А, (п == 0, 1,...). Так как вложение СЁ * (К) > 
—С.(К) индуцирует, как легко проверить, изоморфизм групп гомо- 
логий в размерности 0, то остается установить, что рассматриваемые 
функторы являются представительными и ацикличными. 

Прежде всего заметим, что С, ацикличен в силу теоремы 3.7.4. 
Для доказательства того, что комплексы С. А.) также ацикличны, 
достаточно рассмотреть оператор, который отображает строго воз- 
растающий сингулярный симплекс (ху, ..., Xp) схемы A, B (0, х., ... 
ee) Хр), Когда 0 < x9, ив 0, когда O= Xp. 

Для доказательства представительности функтора К->С;:* (К) 
поступаем следующим образом. Для каждого n> 0 множество 
Hom(A,, К), т. е. множество строго возрастающих симплициальных 
отображений схемы А, в К, отождествляется с каноническим бази- 
сом модуля ЕК Для этого достаточно отождествить каждое 
f CHom(A,, К) с сингулярным симплексом f (и) в К, где и, — фун- 
даментальный симплекс схемы A,. Представительность рассматривае- 
мого функтора немедленно следует отсюда. 

Аналогично представительность функтора К—С,(К) вытекает 
из того, что С,(К) допускает в качестве базиса множество сингу- 
лярных симплексов f(z), где f пробегает множество Hom (A,, К) 
(р=0,1,..., 2) и для каждого р и пробегает множество таких 
сингулярных (не обязательно возрастающих) й-мерных симплексов 
схемы A,, что и (А,) = A,. 

После того как_эти свойства установлены, эквивалентность рас- 
сматриваемых функторов следует, как мы уже отметили, из теоремы 


об ацикличных моделях. В: 
Результат, который мы только что установили, можно вырази 


также следующим образом. Рассмотрим канонические вложения 


ль: Cn * (КС, (К). 
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Тогда на категории т существуют такие естественные преобразо- 
вания 
| Pn? С,(К)—С#* (К), 
hy: С„(К)—> Си. (К), 
аа СЮ, 
ЧТО справедливы следующие соотношения: 
Fn? A= G0 41; Ри а= Чо Paris 
Jn? Py = ай, + hy 154; 
Pye = Ч йа" Ив о4. 


Заметим, что единственные условия, наложенные на естественное 
преобразование 


p:C,(K)—C}* (К), 


определенное преобразованиями p,, состоят в том, что оно одно- 
родно степени 0, перестановочно с оператором 4 и тождественно 
в размерности 0. Учитывая существование канонического разложения 


у Cy (K) = Ce” (K) + D(C, (K)), 


можно поэтому взять в качестве р оператор проектирования, свя- 
занный с этим разложением, т. е. определить р на п-мерных син- 
гулярных симплексах схемы К следующим образом: р (5$) =0, если 
не все вершины симплекса $ различны, а в противном случае 


р ($) = (и) - и ($), 
где ий — подстановка множества A,, преобразующая $ в строго воз- 
растающий симплекс. 

Понятию ориентированной цепи симплициального цепного ком- 
плекса соответствует „двойственное“ понятие альтернированной ко- 
цепи симплициального коцепного комплекса Х. Говорят, что коцевь 
хЕ.Х" является альтернированной, если выполняются следующие 
условия: 

(а) для каждого отображения f:A,7>A,, где рп, имеем 


1(®) =0, 
(5) для каждой подстановки и множества A, имеем 
u(x) = (и). x. 


Легко проверяется, что альтернированные коцепи образуют подком- 
плекс A(X) комплекса Х. Однако неизвестно, является ли кано- 
ническое вложение А(Х)—>Х эквивалентностью с гомотопической 
точки зрения. Мы покажем это в наиболёе важном частном случае, 
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Рассмотрим симплициальную схему К и систему коэффициентов YF 
над К (п. 3.3). Мы увидим сейчас, что рассматриваемое свойство 
справедливо для комплекса 


Х= С*(К; Ff). 


Для этого мы будем считать К упорядоченным. Очевидно, это 
не ограничивает общности, так как каждое множество можно наде- 
лить отношением полной упорядоченности. 

Заметим прежде всего, что коцепь 


в — (а (9), сз к» ® (96-92) 


является альтернированной тогда и только тогда, когда она удовле- 
творяет следующим двум условиям: @(S) равно нулю, если вершины 
симплекса $ не являются попарно различными, и 


а [и ($) == = (и) - а ($) 
для каждой подстановки и множества A,. Отсюда следует, что аль- 
тернированная коцепь полностью определена, если известны значения, 
которые она принимает на строго возрастающих сингулярных сим- 
плексах схемы К. Кроме того, эти значения можно выбирать про- 
извольно (разумеется, при условии, что a(s)E „97 ($) для всех $). 

Когда система коэффициентов „©? тривиальна, TO эти рассужде- 
ния показывают, что альтернированные коцепи схемы К со значе- 
ниями в | канонически отождествляются с элементами комплекса 
Ном [С.(К)/Д (С. (К)), „]. Теорема, которую мы имеем в виду, 
получается очевидным образом из только что установленного ре- 
зультата. 

В случае произвольной системы коэффициентов „9? над упорядо- 
ченной симплициальной схемой К задача сводится, очевидно, к точ- 
ному определению в С*(К; .f) гомоморфизма, полученного „транс- 
понированием“ из гомоморфизма вида С,(К)->С,(К). Прежде всего 
условимся, что для заданных сингулярных симплексов $ H t размер- 
ностей р и 4 мы будем писать $ = для указания соотношения 
s(A,) = # (AQ). Будем говорить теперь, что гомоморфизм 


0:С,(К)-— С, (К) 


является транспонируемым, если для каждого сингулярного сим- 
плекса $ размерности р в К справедливо равенство вида 


9(5)= D als, t)-t 
1Е$4 (К) 
35: 


с целыми рациональными коэффициентами a(s, #). В этом случае 
транспонированный гомоморфизм 


10: С1(К; 9) —> СР(К; LF) 
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определяют следующим образом. Для ЛЕ СЧ(К; 9) коцепь 19 (0) = 
= С” (К; 57) задается формулой 


p(s) = > а ($, Е) : [ограничение элемента A(f) Ha $]. 
За 
cs 
Эта формула имеет смысл, поскольку рассматриваются только сим- 
плексы [<$5. 

Ясно, что отображение 9-—>'0 совместимо с различными очевид- 
ными алгебраическими операциями. Кроме того, если § равен нулю 
на вырожденных цепях, то (0 имеет своими значениями альтерниро- 
ванные коцепи. 

После этих замечаний ясно, что, транспонируя определенные ра- 
нее операторы /„, Dar Mas hit, получаем, как было отмечено раньше, 
эквивалентность комплексов Хи A(X), когда Х == С*(К; „9?). Де- 
тальная проверка этого утверждения оставляется читателю. 

Ценность предшествующего результата состоит, в частности, 
в том, что он приводит к следующей теореме. Предположим, что 
схема К имеет конечную размерность п!). Тогда 


НР(К; F)=0 для p>n 


для любой системы коэффициентов <? над К. В этом случае мы 
имеем даже равенство A(C’(K; f))==0 для р> п. Отсюда выво- 
дится следующий результат. Пусть Е — топологическое простран- 
ство, \ = (М); ‚— открытое покрытие пространства Е и „ФР — 
предпучок абелевых групп над Е. Тогда НР (MN; 7) =0 для рп, 
если покрытие имеет размерность < п, т. е. если 


М, п othe 1M;,=¢, 


каковы бы ни были попарно различные индексы iy, ..., iy. 


‘ 
3.9. Эквивалентность декартовых и тензорных произведений. 


Будем считать основное кольцо А коммутативным при от- 
сутствии специальных оговорок. Все тензорные произведения будем 
рассматривать относительно А. Для заданного симплициального цеп- 
ного (соответственно коцепного) комплекса Х через С„(Х) [соот- 
ветственно С”(Х)] будем обозначать его компоненту размерности 
(соответственно ст›пени) п. 

Пусть р — целое число 2.1. Мы будем обозначать через “, 
следующую категорию. Оббектами из K, являются последовательности 


1) Симплициальная схема К имеет конечную размерность п, если она CO- 
держит и-мерные симилексы, но не содержит (п--1)-мерных симплек- 
сов. — Прим. peo. 
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X= (Xj, ..., X,), состоящие из р симплициальных цепных комплексов !) 
над заданным основным кольцом A; гомоморфизмом 0: Х-—У 
является последовательность гомоморфизмов 0,:Х,—>У; симплици- 
альных комплексов и, наконец, композиция гомоморфизмов X—> Y 
и У—>7 получается как композиция соответствующих гомоморфиз- 
мов X,;,—>Y, и У, >, для всех i. 

Аналогично через {, будем обозначать категорию последователь- 
ностей K==(K,, ..., Кр), состоящих из р симплициальных схем, 
гомоморфизмом К -> Г. в которой является последовательность симпли- 
циальных отображений К, > [;. Если каждой симплициальной схеме К 
сопоставить комплекс C,(K) сингулярных цепей схемы К с коэф- 
фициентами в основном кольце A, то получается, очевидно, кова- 
риантный функтор 


К-> (С. (К), ..., С.(Кр)), 
определенный на категории f,, со значениями в категории R,,. 
Для любых заданных целых положительных чисел т, ..., My 


будем рассматривать на категории KR, функтор 
Pm, отр: Хх >С, (хо... ® См, (X,) 
со значениями в категории А-модулей. На категории г, ему соот- 
ветствует функтор 
Sm, ... my * K—>Cm,(K,)@ ... BCn, (Кр). 
Разумеется, каждое естественное преобразование 


PP ny eo my > Ри, ny 


индуцирует естественное преобразование 
be Simos m, — Ли, тр 


Наоборот, каждое естественное преобразование Ё „продолжается“ 
до некоторого преобразования Т, и притом единственным образом. 

Для доказательства этого представим прежде всего ¢ в явном 
виде. Рассмотрим объект (Ат, ++ | - Amp) из f,. Если обозначить фун- 


даментальный симплекс схемы A, через и„, то Ё преобразует элемент 
Lm, ©... © ит, Ст, и жа ® С», (А",) 
в элемент из Cy, (Am) @ ... ®С„, (Аи), откуда немедленно следует 
формула 
t (Um @ ++» @ т) = Wty «++ Sp) fi т) ® ... OF, (4m,), 
1) Все последующие определения и результаты применимы с тривиаль- 


ными изменениями к полусимплициальным цепным комплексам. Читатель 
может в этом убедиться сам, 
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где суммирование производится по всем отображениям 
Si * Аи, > Am; 


и коэффициенты 4 лежат в основном кольце. 
Возьмем теперь X= (Xj), ..., X,)ER, и элементы м Cm, (X)). 
Существует гомоморфизм 
С, (Ат) > Xi, 


и притом единственный, который отображает Um, На X;. Искомое 


преобразование Т, если оно существует, определяется поэтому фор- 
мулой 


о ее. 


Очевидно, что так определенное естественное преобразование дей- 
ствительно дает решение поставленной задачи. 

Ясно, что соответствие между Ёи Т является А-линейным и сов- 
местимым как с композицией преобразований, так и с их тензорным 
произведением (если имеются естественные преобразования Ри, ... my > 
—> Fain И P,.. Ра sy определенные соответственно над 
категориями &, и &,, то они определяют с помощью тензорного 
произведения преобразование Pins Myf + ry Pm пря‘ в» ОПре- 
деленное на категории &, 4). 

После этих предварительных замечаний мы можем сформули- 
ровать главный результат настоящего пункта. 

Теорема 3.9.1. (Эйленберг — Зильбер.) Пусть R, — категория 
последовательностей, состоящих из р симплициальных цепных 
комплексов над основным коммутативным кольцом А. Тогда 
ковариантные функторы 


ХА, х 1 XX, Ub X—>X,@... @X,, 
определенные Had ®,, со значениями в категории НЫЕ KOM- 


плексов над A, гомотопно эквивалентны. 
Другими словами, существуют такие естественные преобразования 


Лин, ХФ cas ФА 

У:Хо... @X,—> х ...ХХ,, 
что UoV и VoU естественно гомотопны тождественному преобра- 
зованию. Мы докажем этот результат, используя следствие из тео- 


ремы 2.5.2. = 
Рассмотрим сначала категорию {,. Между функторами 


К С,(Кух ... xC, (Kp) =C,(KyX 0X Кр, 
K—>C,(K)@ oye. @C,(K,) 


$ 3. СИМПЛИЦИАЛЬНЫЕ КОМПЛЕКСЫ 81 


имеем, очевидно, канонический изоморфизм в размерности 0. Этот 
изоморфизм совместим с очевидными дополнениями рассматриваемых 
комплексов. 

В качестве моделей в i возьмем последовательности вида 
(Ат, Roars An,): Предыдущие функторы ацикличны, первый в силу 


теоремы 3.7.4, второй — в силу п. 2.7. Они также и представи- 
тельны. Для того чтобы убедиться в этом, достаточно установить 
представительность каждого функтора 


КС» (K,)@... @Cm, (К»). 


Но это следует, очевидно, из того, что предыдущая группа до- 
пускает в качестве базиса множество элементов вида 


Л: (ит) @ +. ® Л, (ит), 


где каждый }, пробегает множество гомоморфизмов схемы Ат, в К; 
и где и, обозначает, как обычно, фундаментальный симплекс схемы A. 

Поэтому теорема об ацикличных моделях показывает, что функ- 
торы „декартова произведения“ и „тензорного произведения“, рас- 
сматриваемые над f,, гомотопно эквивалентны. Но уже доказано, 
что любое естественное преобразование, определенное на f,, про- 
должается на ®,. Отсюда следует сформулированный выше результат 
для категории ®,. 

Следствие 1. Пусть Х и У— два симплициальных цепных 
комплекса. Тогда имеем канонические изоморфизмы 


H,(XxY)=H,(X@Y). 


Следствие 2, Пусть К и L— две симплициальные схемы. 
Тогда гомологии схемы К XL канонически изоморфны гомоло- 
гиям комплекса C,(K)@C, (L). 

Следствие 3. Густь Е и Е — два топологических простран- 
ства. Тогда сингулярные гомологии произведения пространств ЕЖЕ 
канонически изоморфны гомологиям комплекса CS,(E)@CS, (FP). 

Замечание 3.9.1. Легко построить явным образом на катего- 
рии Я, естественное преобразование 


XxY >X®Y, 


совпадающее с тождественным в размерности 0. Достаточно сделать 
это на категории f,, т. е. для Х=С,(К), Y=C,(L), rae Kul 
являются симплициальными схемами. Читатель легко проверит, что 
следующая формула (которая показывает, как преобразуется декартово 


6 Р. Годеман 
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произведение двух сингулярных симплексов размерности п) опреде- 
ляет такое преобразование: 


n 
| (ips + +0,) X Yoo I> Х Co vee ХФ... У). 


Разумеется, нет необходимости проверять, что эта формула дей- 
ствительно определяет эквивалентность между декартовым и тен- 
зорным произведениями. Это ясно заранее, поскольку рассматри- 
ваемое преобразование является естественным, перестановочно с диф- 
ференциалами и тождественно в размерности О — свойства, проверка 
которых тривиальна. 

Можно также явно указать преобразование Х®У > ХхУ. 

Замечание 3.9.2. В случае р=2 теорема 3.9.1 остается 
справедливой даже тогда, когда основное кольцо А не является 
коммутативным. Предположение о коммутативности кольца А нужно 
только для того, чтобы иметь возможность образовывать тензорные 
произведения более чем двух сомножителей. 


3.10. Распространение на симплициальные 
коцепные комплексы. 


Обозначим через Я” категорию, объектами которой являются по- 
следовательности Х == (Xj, ..., X,), состоящие из р симплициальных 
коцепных комплексов над заданным основным кольцом А. Гомомор- 
физмы между объектами этой категории определяются так же, как 
в предыдущем пункте. Для этой категории мы докажем аналог 
теоремы 3.9.1. 

Сделаем сначала следующее замечание. Рассмотрим над катего- 
рией Я, естественное преобразование 


Т: Cm (№) ® +++ @Cm, (М) > Ca, (A) ® ... Cn, (р. 
Мы сейчас свяжем с ним каноническим образом транспонированное 
естественное преобразование над категорией ЯР 

п т 

ТС") ® ... СР) С" (ХФ ... OC 7? (X,). 

Для этого запишем Т в явном виде; 
Т= Хто #: $... 4:3 1). h® ыы Qf» 

где суммирование производится по всем отображениям f; : An, —> Am, 
и где коэффициенты 1 лежат в основном кольше. Мы определяем 


тогда ae a 
T= Diy eon dd ®ve QS 
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используя ту же самую формулу. Разумеется, в первой формуле Л, 
является структурным гомоморфизмом С„,->С„„, тогда как во вто- 


рой — это структурный гомоморфизм Не. 

Ясно, что соответствие между Ти 'T удовлетворяет следующим 
условиям, которые характеризуют его полностью: 

(а) отображение T—>'T является А-линейным; 

(5) для заданных естественных преобразований 


И: Ри т, > Ра ays У: Papen > Pret, 


справедливо равенство 
trp ¢ 
(VecU)='U0'V; 
(с) для заданных естественных преобразований 


МЕР т > Ри, пр» V:F,, vty Ра ees 


справедливо равенство | 
Киву =‘ ИУ; 


(4) для каждого отображения f:A,—A, транспозицией гомо- 


морфизма f :C,—>C, является 
Wee Gis 


После этих предварительных замечаний становится ясно, что, 
„транспонируя“ теорему 3.9.1, получаем следующий результат: 

Теорема 3.10.1. Пусть &? — категория последовательностей, 
состоящих из р симплициальных коцепных комплексов над основ- 
ным коммутативным кольцом. Тогда ковариантные функторы 


ХА: х... xX, и Х> АХ, ® ... @Х,, 
определенные на #2, со значениями в категории коцепных комп- 


лексов гомотопно эквивалентны. 
Укажем важное применение этой теоремы. Рассмотрим базисные 


симплициальные цепные комплексы X,, ..., Xx, и системы коэф- 
фициентов Ay, ..., Ap над этими комплексами. Над X,x ... x А, 
можно построить систему коэффициентов Ух... x р’ Полагая 


Ax ... хо, (51х ... XS) =A, (5) ® ... SE, (5,) | 


и определяя очевидным образом операторы ограничения. 
В этом случае существует канонический гомоморфизм симпли- 
циальных коцепных комплексов 


| Ло: CO (XX; Ay) x «1. x С* (Ху) > C8 (Хх. х... x A), 


6* 
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определяемый следующим образом. Для заданных коцепей @,€ 
ЕС*(Х; A;) нужно взять в качестве /,(&х... ха») коцепь 


Хх... XS,->% (51) ®... @ а, (5,). 
Гомоморфизм j, не является, вообще говоря, изоморфизмом. Дей- 
ствительно, в предпоследней формуле элементы степени п в первом 
члене образуют группу 


Я II A; ($), 


i=ldim (5) =2 


тогда как BO втором члене мы находим 


р 
I © #€; ($). 
dim (s,)=ni=1 

Ho тензорное произведение He перестановочно с бесконечным пря- 
мым произведением. Однако эта трудность не возникает для конеч- 
ных прямых произведений. Именно так обстоит дело в случае, когда 
комплексы Х, содержат только конечное число симплексов в каждой 
размерности (мы говорим тогда, что Х; являются конечными базис- 
ными симплициальными комплексами). Ясно, что при этих условиях 
теорема 3.10.1 приводит к следующему результату: 

Теорема 3.10.2. Пусть Х,(1 << р) — конечные базисные 
симплициальные цепные комплексы и A, (1<k < p)— системы 
коэффициентов над Х,. Тогда группы 


XX aw OX rey Mas 2 RE) 
канонически изоморфны группам когомологий комплекса 
CX; A)® ... @CUX,; Я). 


Пример 3.10.1. Возьмем две конечные симплициальные схемы , 
К и L. Тогда, каковы бы ни были абелевы группы Аи В, группы 
когомологий 


Н"(К ЖЕ; A@B) 
можно вычислить с помошью тензорного произведения комплексов 
С*(К; А) © С*([; В). 
Например, для любого поля Ё имеем канонические изоморфизмы 
AK XL; Ю= У НРК; RBH Ю, 


ptq=n Ё 


как это следует из теоремы Кюннета 1). Аналогичный результат спра- 
ведлив для конечных базисных симплициальных комплексов, когда 


') Cm теорему 5.5.2. — Прим. ред. 
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рассматриваемые системы коэффициентов являются векторными про- 
странствами над полем k (разумеется, в этом условии подразу- 
мевается, как, впрочем, мы и делаем во всем этом параграфе, что 
рассматриваемые тензорные и декартовы произведения берутся 
относительно основного кольца А). 


3.11. Декартово произведение двух классов гомологий. 


Для каждого целого р>.1 выберем раз и навсегда естествен- 
ное преобразование 


бк: ®Х, > Хх ... ХА, 
на категории R, последовательностей р симплициальных цепных 


комплексов над заданным основным коммутативным кольцом А. 
Отсюда мы получаем для каждого п гомоморфизм 


Н, (№ ® ... @X,) > H, (Xx... x X,), 


который является изоморфизмом и не зависит от выбора Т, (так 


как в силу соображений $ 2 преобразование Т, единственно с точ- 
ностью до гомотопии). Другими словами, функторы 


X—>H,(X,@ ... @X,) и XH, (Хх... хх, 


канонически изоморфны. 
С другой стороны, имеются канонические гомоморфизмы 


Hy (X)@ ... @ Ha, Хр Н, +... п, ® +. ®Х). 


Отсюда следуют естественные гомоморфизмы 


Ни (ХМ) ©... @ An, (Xp) > Hays +n, (№ x... * Хр. 


Для заданных классов гомологий ЕЕ Hn, (X;) образ элемента 
©... ® Ь при этом гомоморфизме обозначается через 


НХ... xe. 


Это и есть декартово произведение заданных классов гомологий, 
Например, если имеются топологические пространства Е и F 
и классы 


$ЕН,(Е; А), чЕН,(Р; В), 


roe Аи В— абелевы группы, то их декартово произведение есть 


класс 
$ хлЕН,..,(Е ЖЕ; ASB). 


86 ГЛ. Г. ГОМОЛОГИЧЕСКАЯ АЛГЕБРА 


Теорема 3.11.1. Декартово произведение обладает следую- 
щими свойствами: ' 

(а) Пусть Х, У, Ё — три симплициальных цепных комплекса, 
Е, 1, С классы гомологий комплексов Х, У, Z. Тогда, если 
отождествить (Xx Y)xZ с Хх(Ух 2), имеет место равенство 


6х (пхо = (ххб. 


(6) Пусть X, У— два симплициальных цепных комплекса, 
Е, п классы гомологий размерностей р, 4 в Х, Г. Тогда, если 
отождествить ХхУ с УХХ, имеет место равенство ') 


qx b= (—1)": x 9. 


j Р 
(© Пусть 0X’ —> X —> X" > 0 — точная последователь- 
ность симплициальных цепных комплексов, У — такой симпли- 
циальный цепной комплекс, что последовательность 


0->Х’хУу—>ХхУу > Х"ху->0 


также точная. Тогда, каковы бы ни были классы гомологий &” 
и в xX" и У, справедливо равенство 


д (5' x 1) = (08") хт. 


Доказательство. (а) Рассмотрим на категориях &, и Ry 
естественные преобразования 


Ty: М ®... ®Х,->А;х... x Xp, 
Ty: ^ ©... OX Xx... xX. 


Отсюда на категории ® получаем естественное преобразование 


p+q 
Т, © Ty: Л, ® ... OX ppg (Ах... ХХ) (ых... Хх Ара). 


Рассматривая его композицию с Т,, получаем естественное преобра- 


зование 
Т,°(Т,®Т):Х,® ... ФА ах. XX pags 


которое совпадает с тождественным в размерности О и поэтому 
гомотопно преобразованию Т,..4. 

Возьмем классы гомологий Е W(X) 1<1< р--9). Обозначая 
для краткости через & ©... образ элемента & ®... в Н(Х, ® ...), 
имеем 


T(E ®... QE) hx +0 X Eps 
Ты ® +++ ОЕ = ых +++ X Spay 


1) Для наличия этого свойства существенна коммутативность основного 
кольца, 
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и, следовательно, 
ИЕ м Е ь 
7, Ty (Ey ®... BEpag) = (HX 0 хх... хо). 
Применяя 7, и принимая во внимание предыдущий результат, получаем 
Та ® ... ФФ х.. хх рых... Ха). 


Так как первый член в точности равен &х... хЁ 
свойство ассоциативности. 
(b) Рассмотрим канонические изоморфизмы 


с: Хху—>Ухх, 
J: ХФУу>У`Х 


р+а’ ТО получаем 


(мы рассматриваем категорию %.), заданные формулами 
o(axb)=bxa, o (a@b)=(—1)"b Фа, 


где а имеет размерность р, a р — размерность 4. Естественные mpe- 
образования 
T, и оо Гроб’: Х®ФУ>ХхУ 


в размерности О совпадают и поэтому гомотонны. Если взять классы 
гомологий €€ Н,(Х), чЕН. (У), то будем иметь 


7.9) = 0710 Tho 0’ (&®1). 
Но так как 


¢ 


9’ (Е @ xm) = (—1)" 4@é, 
то немедленно получаем требуемый результат. 

(с) Представим заданные классы гомологий Е” и т циклами x” CX” 
и y€Y. Тогда существуют такие цикл х’Е ЛХ’ и цепь хЕХ, что 
x” = p(x), 1(х’))=ах. 


По определению оператора д класс 0” представлен циклом x’. Pac- 
смотрим теперь естественное преобразование Т.. Так как §@ 1 пред- 
ставлен в X”@Y элементом х”’бу, то &” xy представлен циклом 
T,(x” © У). Точно так же (0)х п представлен циклом Т, (х’ ® у). 
Так как Ty естественно, то 

Ty (х” @ у) = T, (p(x) @ y) = px 1(Ty(x @y)) 
и аналогично 

Лх 1 (Ть(х' © у) ) = hI (<) ® у) = Т, (dx ® у). 
Так как у является циклом, то dx @y=d(x @y), а так как То ком- 
мутирует с dad, то 


1х 1 (То (х' @ y)) = d(T, (* @ y)). 
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Отсюда по построению оператора д следует, что д(&х 1) предста- 
влен циклом Т.,(х’ © у). Это завершает доказательство. 

Читателю предлагается в качестве упражнения интерпретировать (с) 
в сингулярных гомологиях (взять точную последовательность, свя- 
занную с топологическим пространством E и с его подпростран- 
ством Е’, и рассмотреть в качестве У сингулярный комплекс неко- 
торого пространства Р). 

Само собой разумеется, что все определения и результаты этого 
пункта применяются без каких бы то ни было изменений, кроме как 
в обозначениях, к симплициальным коцепным комплексам. 

Возьмем, в частности, базисные симплициальные цепные комплексы 
< ЕР) и системы коэффициентов «6, (1 < А < р) над ними, 
Для заданных классов когомологий 


ЕН“ (X,; Ay) 
их декартово произведение § x... x4, есть класс когомологий 
комплекса C*(X); 6) х... x C*(X,; u€,). Но в силу п. 3.10 имеется 
канонический гомоморфизм jf, этого комплекса в C*(X,x... xX, 


4 х...х®,). Таким образом, существуют канонические гомо- 
морфизмы 


H" (X; A)@ ... ®Н"Р(Х; A> 
oe Hr FX, x aie хх, A, x ale x Ay). 


Если комплексы X, конечны, то можно отождествить =x ...x&, 
с его образом в когомологиях комплекса X,x...xX,. Но даже 
если Х, не являются конечными, класс когомологий комплекса 
Хх... xX, который мы только что определили, обычно обозна- 
чают через ах... XE, 

Например, если имеются топологические пространства Е\,..., E, 
и классы сингулярных когомологий &Е H*(E;; Aj), то & x... x&, 
(в этих сокращенных обозначениях) есть класс когомологий произ- 
ведения пространств EL, Ж ... ЖЁ, co значениями в абелевой группе 
А ©... ВА, Аналогичный результат справедлив для симпли- 
циальных схем. 


3.12. Диагональные отображения. ‹/-произведение. 


Рассмотрим категорию базисных симплициальных цепных ком- 
плексов. Существует естественное преобразование 


D:X->XxX, . f 
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а именно то, которое преобразует каждый симплекс $ комплекса Х 
в симплекс 

0 ($) =$х$ 
комплекса Хх X, 

Если Х=С,(К), где К — симплициальная схема, то отображение, 
которое мы только что определили, соответствует, очевидно, сим- 
плициальному отображению x—>(x, x) схемы К в КЖК. Если 
X=CS,(F), где Е — топологическое пространство, то оно соответ- 
ствует непрерывному отображению х —> (х, x) пространства Ев ЕЖЕ. 
Поэтому D называют диагональным отображением. Однако В 
нельзя определить на категории симплициальных (не базисных) ком- 
плексов. Действительно, если бы такое преобразование имело место, 
то на категории абелевых групп существовало бы нетривиальное 
естественное преобразование G—->G@G, что, как легко видеть, 
невозможно. 

Рассмотрим теперь системы коэффициентов 4,(1<k < р) над Х. 
С их помощью можно построить над Х новую систему коэффи- 
циентов 


4 ®... OA, s> A, 98... @ 4, (5). 


Ясно, что, „транспонируя“ диагональное отображение, получаем кано- 
нический гомоморфизм 


Di Ск... xX; Ax... х 8) > С° 4 ®... Oly). 


Этот гомоморфизм преобразует коцепь 1 декартова произведения 
в коцепь $—>1(5х...х5) комплекса Х. 
Отсюда следуют гомоморфизмы 


Бр: Н"(Хх...хХ; yx... хо) > Н"(Х; М ®... @A,). 


Рассматривая их композиции с гомоморфизмами, определенными 
в конце п. 3.11, получаем канонические гомоморфизмы 


H"(X; £)®@ ... ® НХ; A) > 
oe H™ rset My (X; A, Qe ced @ ,). 
Для этих гомоморфизмов используют специальное обозначение: 


B®... ФЕ 740... С 


Они называются <2-произведениями. 
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В упрощенной записи, о которой шла речь в конце предыдущего 
пункта, получаем 


» > * = 
4... U5,= Dp (x... x &)- 


Теорема 3.12.1. Onepayua WU-npouszsedenua ассоциативна, 
антикоммутативна и совместима с гомоморфизмами систем 
коэффициентов. Кроме того, если 


0-—> > A- A’ > 0 


— точная последовательность систем коэффициентов и ®— 
такая система коэффициентов, что последовательность 


0+ 4 OF -+ABQBF-HLOF>0 


точна, то для любых классов когомэлогий Е ит со значениями 
соответственно в A” и % справедливо равенство 


8 (72) = (68) от. 


Совместимость ‹>-произведения с гомоморфизмами систем коэф- 
фициентов тривиальна. Для доказательства ассоциативности нужно 


проверить формулу 
Dy DGS sale SECO, Eg р has EL, 


HO она вытекает из ассоциативности декартова произведения и ассо- 
циативности диагональных отображений. Антикоммутативность дока- 
зывается аналогично. Наконец, последнее утверждение теоремы дока- 
зывается прямым рассуждением, аналогичным тому, которое было 
использовано при доказательстве теоремы 3.11.1. (Заметим, что полу- 
ченный результат не является следствием аналогичного свойства 
декартовых произведений, так как предположение о точности после- 
довательности 


00> Ax > Ax @€- A'x ->0 


сильнее сформулированного в теореме. Вот почему необходимо прямое 
рассуждение.) Детализация доказательства оставляется читателю в виде 


упражнения. 
Отметим, наконец, следующее свойство. Для классов 


"Е Н*(Х; М”), РЕН?(Х; М, 
ТЕН“ (У; #), ТЕН"; 9”) 
справедлива формула 
(ор) х ON) = СОМ хх 1. 


$ 3. СИМПЛИЦИАЛЬНЫЕ КОМПЛЕКСЫ 91 


Рассмотрим одно из приложений этих результатов. Предположим, 
что над базисным симплициальным цепным комплексом X задана 
система коммутативных колец с единицами A (т. е. система 
коэффициентов вместе с гомоморфизмом 


ASA> A, 


индуцирующим на каждой группе c€(s) структуру коммутативного 
кольца с единицей). В этом случае можно взять композицию W-mpo- 
изведения 


“H* (X; A) ® Н*(Х; Ab) Н"(Х; AGA) 
и гомоморфизма i 


Н*(Х; A @ A) —> H* (X; A), 


определяемого мультипликативной структурой в «. Tem самым 
на Н*(Х; %®) получается мультипликативная структура. Ясно, что 
она @ссоциативна, дистрибутивна по отношению к сложению, 
совместима с градуировкой в Н*(Х; A), т. е. что 


deg (51) = deg (2) + deg (1) '), 
если & и д однородны, антикоммутативна, т. е. 
ЧЕ== iad (2) deg (4) en, 
если Е и т однородны, и, наконец, кольцо H*(X; €) обладает edu- 
ницей, а именно классом коцикла степени 0 
$—>единица кольца ‹ (5). 


Группа Н*(Х; «4) вместе с этой структурой называется кольцом 
когомологий комплекса Х со значениями в cA, 


1) Через deg & автор обозначает степень элемента &. — /7рим. ред, 
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4.1. Модули с фильтрацией. 


Пусть А — модуль над кольцом А с единицей. Убывающей 
фильтрацией модуля К называют любую последовательность его 
подмодулей K,, удовлетворяющую следующим условиям: 


КК UK =: 


Можно определить также возрастающие фильтрации. В этом пара- 
графе мы ограничимся изучением убывающих фильтраций и будем 
называть модулем с фильтрацией любой А-модуль К с опреде- 
ленной на нем убывающей фильтрацией. 

Если К — модуль с фильтрацией, то градуированным модулем \), 
связанным с К, называют модуль 


G(K)= У КК, 


с очевидной градуировкой. 

Пусть К = ЖК? — градуированный модуль. Зададим фильтрацию 
модуля К подмодулями 

Ку Dk 
i>p 

Ясно, что в этом случае градуированный модуль G(K) изоморфен 
самому К. : ; _ : 

Пусть К — модуль с фильтрацией. Предположим, кроме того, 
что К градуирован подмодулями КР. Говорят, что градуировка и 
фильтрация совместимы, если 


oe q 

кр = Kyi", 
т. е. если K, однородны. Рассмотрим, например, биградуированный 
модуль K= 3K", Определим первую фильтрацию модуля К 
1) Здесь автор отступает от своего первоначального определения гра- 


дуированного модуля и переходит к общепринятому, получая возможность 
рассматривать и неоднородные элементы модуля К. Разумеется, разложение 


градуированного модуля К в прямую сумму К = УК? должно быть фикси» 
ровано. — Прим. перев. : 
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с помощью подмодулей 
ЖЕ К" 
i>p 
и вторую фильтрацию с помошью подмодулей 


= XK". у 

j>p ‘ 
Ясно, что каждая из этих фильтраций совместима с любой из трех 
возможных градуировок модуля К. 

Если фильтрация в К совместима с градуировкой модуля К, то 
мы будем часто говорить, что она является фильтрацией градуи- 
рованного модуля, а К вместе с заданными градуировкой и филь- 
трацией будем называть градуированным модулем с фильтрацией. 

Пусть К — градуированный модуль с фильтрацией. Говорят, что 
фильтрация в К регулярна, если существуют такие целые числа п,, что 


К, ПК! =0 для p>n. 


Пусть, например, К — биградуированный модуль. Лервая фильтрация 
модуля К регулярна относительно полной его градуировки, если 
только выполнено одно из следующих условий: первая градуировка 
в К ограничена сверху; вторая градуировка в К ограничена снизу. 

Пусть К и L— два градуированных модуля с фильтрацией и 
f — гомоморфизм модуля K BL, т. е. такой гомоморфизм А-мо- 
дулей, что 

= А 


Ясно, что f определяет однородный гомоморфизм G(K)—>G(L) 
бистепени (0, 0). 

Лемма 4.1.1. Пусть f — гомоморфизм градуированного модуля 
с фильтрацией К в градуированный модуль с фильтрацией L. 
Если фильтрация в К регулярна и если гомоморфизм 


G(K)—>G), 


связанный с f, является мономорфизмом, то f — мономорфизм. 
Если фильтрация в L регулярна и если гомоморфизм G(K)—>G(L), 
связанный с f, является эпиморфизмом, то f — эпиморфизм. 

Для доказательства первого утверждения возьмем такой ХСК, 
что f (x)==0. Так как f совместим с градуировкой, то можно пред- 
положить, что ХЕК’ для некоторого i. Кроме того, существует 
такое р, что xE€K,. Так как f аннулирует образ элемента x 


BOK SK pay TO ХЕКр4а. CMSAOHAROTEHO: xEK, для достаточно 
больших п. Но так как 
К, ПК! ==0 
для достаточно больших п, то х==0. 
Второе утверждение доказывается аналогично, 
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4.2. Спектральная последовательность дифференциального 
модуля с фильтрацией. 


Дифференциальным модулем с фильтрацией называют любой 
дифференциальный модуль К с такой фильтрацией, что d(K,) = Ky 


для всех р. Теория спектральных последовательностей состоит 
по существу в использовании фильтрации модуля К для построения 
производного модуля Н(К) при помощи „последовательных при- 
ближений“. 

Пусть г — целое число. Положим 


p= 2 (Kh, ШОК), (1) 


т. е. множеству таких XEK,, что dxCK Для r <0 имеем, 
очевидно, 27 =К,. 

Среди элементов модуля Z? находятся, с одной стороны, эле- 
менты из 221] и, с другой стороны, все элементы MOY 7a К „, которые 


являются границами. В частности, Z? содержит АИ a е. MHO- 
жество элементов модуля K,, которые являются раницами элементов 
из K 741. Мы положим 


= Zi (а2е 27), Е. = 2”. (2) 


ptr 


Заметим, что если хЕК, есть цикл, то он определяет элемент 


модуля Е? для всех г, а если это граница, то элемент модуля EP, 
определенный элементом х, равен нулю для достаточно больших г. 

Теорема 4.2.1. Ha градуированном модуле Е, существует 
такой дифференциал 4, степени г, что производный модуль H(E,) 
канонически изоморфен модулю Е„. 1. 


Действительно, дифференциал d в К отображает ZP в 2 7 u 
477-11 4. 7РН1 на 47Р+1. Так как 
Е az eae) 
то d при переходе к фактор-модулям индуцирует дифференциал 
а, : В -— ЕР". 


ля того чтобы элемент x€Z? определял цикл степени в Е 
г 

1 1 
необходимо и достаточно, чтобы ахе 4271, -- 7711 *', т. е. чтобы 


1 
ах =ау-+ 2, где yE 2211, 26 7211. Полагая х==у-р и, получаем 
4и==2. Таким образом, одновременно имеем иЕК, и ЧиЕК,, „+1, 
т.е. и 71.1. Из этих вычислений немедленно следует, что 


2° (E) = (Zhu РН) Ка2Р 1-27). 
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С другой стороны, B’(E,) состоит из классов, представленных эле- 
ментами модуля 472”. Так как этот модуль содержит 472-1*!, то 


ВР (Е) = (427`” 4 Zp a) [a РТ" Ра 
Мы получаем, таким образом, 
НР (E,) == (Zeer 27а" 27) = 
== 22. 1/22. 10 (aZz?* +- 22). 

Так как, очевидно, 

215 427", РП Ze 27-ь 
то окончательно получаем 

НР (B,) = 27.927" 271") = ВР, 


что и завершает доказательство. 
Спектральная последовательность модуля К состоит по опре- 
делению из комплексов E,, рассмотренных выше. 
Определяют, кроме того, член Е». Положим 
Keo =a 0, Kee = K, 
2%, = Z(K, mod К =) == циклы из К’, 
ВВ, = К» ПАК ~.5 = границы из Кр; 
тогда 
( +1 
Boa A BEEZ), Bas Е, 


Если положить вообще 
р = К, dK y_ 


то для любого г будет справедлива формула 
ВР = 2/1 271). 


Теорема 4.2.2. Пусть Н(К), — образ модуля H(K,) в Н(К). 
Если взять фильтрацию модуля Н(К) подмодулями НЮ)» то 
имеем канонический изоморфизм 

Е»э==@«Н(К)). 


Действительно, существует эпиморфизм 25 — Н(К),. Для того 
чтобы при этом 2 7^, отображался в Н(К),+.1, необходимо и до- 
статочно, чтобы 2 был гомологичен некоторому элементу из К. 1, 


т. е. чтобы 2 принадлежал В - 72+', что и доказывает теорему. 

Рассмотрим теперь случай, когда модуль К снабжен 2padyu- 
ровкой, совместимой с заданной фильтрацией, и однородным диффе- 
ренциалом степени --! (в этом случае говорят, что К есть 
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комплекс с фильтрацией). Тогда на членах Е, можно определить 
биградуировку. Достаточно положить 


29 — Ze Kote, ВМ. ВРП КР+9, 
Ee = (В ИР q- Be 


Относительно элементов модуля E%’ часто говорят, что они имеют 
фильтрующую степень р, полную степень р--4 и дополнитель- 
ную степень 4. 

Ясно, что 


: EPI —> Чт, 9-г+1 
и что при отождествлении E,,;— H(E,) модуль Е; образован 
классами циклов из Е”. 

Кроме того, очевидно, что фильтрация посредством A(K), 
градуировка подмодулями НЧ(К) в Н(К) совместимы. Полагая 
H4 (К), = H4(K)N Н(К),, 
имеем равенство 
BS me HOOT (Kf FP (Ка, 


4.3. Аппроксимация модуля Б.. членами E,. 


Пусть К — комплекс с фильтрацией. Будем предполагать в этом 
пункте, что фильтрация в К регулярна, т. е. что 
K,NK?'=0 для р>п(9). 


Прежде всего отсюда следует, что 
Zot — 7259 для r>n(ptqt+l)—p, 


1 
ибо если 26 7“, то dz принадлежит модулю Кр ПК? +9 '", который 
равен нулю для 


p+r>n(p+q+)). 


С другой стороны, 
d,=0 на Е для r>n(pt+qt+i—p, 


1, q-T+1 
ибо для рассматриваемых значений г имеем 22*” 77+" —0. 
Так как для заданных р, 4 и достаточно больших г оператор ad, 


равен нулю на Ef’, то отождествление H(E,)=E,,, приводит 


к отображению модуля Ef? на EP?) Итерируя эти гомоморфизмы, 
получаем, следовательно, эпиморфизмы 


9:88, 
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определенные для $ > r > n(p-+q—+1)— р. Очевидно, выполняются 
соотношения транзитивности, которые позволяют определить индук- 
тивный предел модулей EP, когда г стремится к бесконечности. 
Мы покажем, что этот индуктивный предел есть не что иное, 
как Е". 
Действительно, для достаточно больших г 229 — 724, 79" — 
+1, 9—1 
=—=727 ``. Кроме того, для любого г имеем ВР с В. 
Так как 
га Pq (рр 1, 9-1 
Bele ВН; 
+1, 9—1 
BP? — 7209 В 1 70+ ao"), 
TC для достаточно больших г имеем канонический гомоморфизм 
5”. р Di 
6”, : ERY —> EP, 


определенный тождественным вложением Z??—> 757. Этот гомомор- 
физм является, очевидно, эпиморфизмом. С другой стороны, так 
как 0; получены из тождественного отображения 727 —> 757, то имеем 
соотношение совместимости 0”, = 65%. о 0” для г $. Для того чтобы 
отождествить EP? с индуктивным пределом модулей EP’, остается, 
слеповательно, показать, что 877 есть объединение модулей BP’. 
Последнее вытекает из того, что К есть объединение модулей K,. 
Отсюда следует сформулированное утверждение. 

Отметим важное следствие этого результата. Рассмотрим два 
комплекса с фильтрацией К и L и гомоморфизм Л: К ZL (совме- 
стимый с градуировками и фильтрациями). Очевидным образом полу- 


чаются гомоморфизмы 
Е, (К) —> Е, (L), 


перестановочные с дифференциалами d, для конечных г и совмести- 
мые с отождествлением E,,,—= H(E,) для конечных г и с отожде- 
ствлениями Е-(К)= @(Н(К)), Еъ (Е) = В(Н(Ё)). Предположим 
теперь, что фильтрации в К и Г регулярны. Тогда фильтрации 
в НК) и A(L) тоже регулярны. Поэтому если гомоморфизм 
Ех(К)-—> Е» (1.), индуцированный f, является изоморфизмом, то 
тем же свойством обладает f*: Н(К)—>Н (Е). Принимая во внима- 
ние то, что если f*:E,(K)—>E,(L) является изоморфизмом для не- 
которого индекса fo, то это верно и для всех г? го, получаем: 

Теорема 4.3.1. Пусть f — гомоморфизм комплекса с филь- 
трацией К в комплекс с фильтрацией L. Предположим, что 
фильтрации в К и L регулярны. Если для некоторого целого г 
гоможорфизм f*:E,(K)—>E,(L) является изоморфизмом, то 
тем же свойством обладает 


Л: HK) > НН". 


7 Р. Годеман 
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Приведем теперь другое следствие из теоремы аппроксимации. 


Пусть К — комплекс с фильтрацией. Предположим, что EP? =0 для 
заданных значений р, 4, г. Так как Е, = Н(Е,), то ясно, что 


вообще Ef? —=0 для г 5$ < оо. Если фильтрация в К регулярна, 
то в пределе получаем, что EP — 0, 


4.4. Вырожденные спектральные последовательности. 


Пусть К — комплекс с фильтрацией. Будем предполагать, что 
эта фильтрация регулярна. Мы скажем, что спектральная последо- 
вательность комплекса К вырождена, если существует такое целое 
число г, что для всех п имеем 


п-—4, 
Е; q 9—0 AAA 4 == 4%, 

где dy есть целое число, не зависящее от п. Это значит, что в би- 
градуированной группе Ё, единственными ненулевыми членами 
являются Ep %, 

Как мы видели в конце предыдущего пункта, переход к пределу 
дает, что 

п-а, n—q, 
Ee eS Be I aad: op ae, 

Далее, ясно, что d,==0 для всех s>>r, откуда Е; %® ® = Е, ® %, 


Группа Ех» является градуированной группой, связанной с H*(K). 
Точнее, H"(K) имеет фильтрацию, и градуированная группа, связан- 


ная с ней, есть прямая сумма групп Ех ”Ч. Так как все эти группы, 
кроме одной, нулевые и так как 


Иею,= ню, J H"(K), =0 
p р 


(второе равенство следует из того, что фильтрация в К регулярна), 
то окончательно получаем следующий результат. 
Теорема 4.4.1. Лусть К — комплекс с регулярной филь- 
трацией. Предположим, что для некоторого целого г имеем 
Er ?7=0 для 9+9. 
Тогда имеем канонические изоморфизмы 


оО № ®, 


4.5. Случай положительной фильтрации и фильтрации, 
подчиненной градуировке. 


Пусть К — комплекс с фильтрацией. Мы скажем, что фильтра- 
ция в К положительна, если Ky=K и, слеловательно, K,= 


для p<0. В этом случае ЕР=0 для p< 0. Действительно, 
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EP == 27 (ВР. 77-1), ZP образован такими 2ЕК„ что dz€K,y,,, 
и 2711 =77ПКр+ь Tak как для p<O имеем K,,,=K, то 
7? = 2241, откуда следует наше утверждение. Разумеется, этот ре- 
зультат справедлив и для г == оо. 

Рассмотрим теперь группу H"(K). Эта группа имеет фильтрацию, 


и связанная с ней градуированная группа есть У Е2;"-?. Так как, 


очевидно, 
Н" (К, == Н"(К) для p <0 


в силу нашего предположения, то, в частности, получаем 
On п п 
Ес = Н (КУН (К), 
откуда следует точная последовательность 
H" (Kite: 
С другой стороны, элементы группы EP", которые являются гра- 
=» -1 
ницами для d,, получаются из элементов группы Е?” 1"" npn 
действии 4,. Следовательно, никакой ненулевой элемент группы Ee 
не является границей, если r > 1. Поэтому после отождествлений 
Е. = H(E,) мы имеем естественные вложения 
В 5 "5 В" 
Каждый член здесь отождествляется с подгруппой циклов преды- 
дущего члена. 
Кроме того, ES погружается в каждую группу т 1). Дей- 
: -i 1, 
ствительно, ясно, что BY" = Bet wn ПИ! = 7" \. Следо- 
вательно, 
С, п 0, п 1, п- 1 0, п 1, в—1 
Zo" (Вил ил") = Ba" + 2". 
0, , 

Поэтому вложение 2%5"-> 77" приводит при переходе к фактор- 
группам к вложению ВП Е" aaa r>> 1. 

Комбинируя эти результаты, получаем, что если фильтрация в К 
положительна, то для любых п и любых r > 1 имеются канони- 
ческие гомоморфизмы 

Н" (К) ЕР" 

Рассмотрим теперь другой важный случай, а именно случай, 

когда фильтрация подчинена градупровке, т. е. когда 


К"ПК,=0 для p >a 


(таким образом, в этом случае фильтрация в К регулярна). Tak как 
719 = КР*П Кр», то, очевидно, 


ЕР = 0 для 9 < 0. 


7* 
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Рассмотрим теперь 85°. Эта группа отображается дифференциа- 
лом 4. в Е""” "1, т.е, в 0, если r>>2, так что в этом случае 
все ее элементы являются циклами. При r >> 2 имеем, следовательно, 
гомоморфизмы 
Ep? —> Erith 

являющиеся, впрочем, эпиморфизмами. В силу п. 4.3 группа pu? 
отождествляется с индуктивным пределом групп Е" ° относительно 
рассматриваемых гомоморфизмов. В частности, мы будем иметь 


гомоморфизм 
ES a BE. 
С другой стороны, ясно, что H"(K),—=0 для p> п. Поэтому 
п, 0 п п п 
Ee =Н (К)/Н (Kasi A (К) 
вкладывается канонически в Н”(К). Таким образом, для случая, 
когда фильтрация подчинена градуировке, получаем канонический 
гомоморфизм 
Ep °-» Н"(К). 
В том случае, Korma оба рассмотренных выше предположения 
выполняются одновременно, имеет место следующий важный ре- 
зультат. 


Теорема 4.5.1. Лусть К — комплекс с фильтрацией, удо- 
влетворяющий следующим условиям: 


Ky=K, K"NK,=0 для рп. 
Тогда имеется точная последовательность 


0 BY °—s HK) — ES > Bb? НК). 

Все гомоморфизмы, фигурирующие в этой последовательности, 
уже были определены. Остается, следовательно, доказать точность 
этой последовательности. 

Для доказательства того, что Е? Н'(К) — мономорфизм, до- 
статочно показать, что EY ° — ВЪ? — мономорфизм, и, стало быть, 
показать, что Ep °-— В} — мономорфизм (а, значит, и изоморфизм) 
для r>> 2. Но элемент группы Ep® может быть границей только 
тогда, когда он получается с помощью 4, из некоторого элемента 
группы Е; "7". Так как Е =0 для р< 0, то наше утверждение 
доказано. 

Градуированной группой, связанной с Н!(К), является группа 
Exo +22’ (так как из Е 40 следует p>O и q > 0). Имеем, 
следовательно, точную последовательность 


0—> Е?’ °— Н"(К) > 1-0. 
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1 1 

Так как гомоморфизм Н (K)—> Е является композицией гомомор- 
1 ‚1 1 ‚1 

физмов H'(K)~>E2;' и Е» —> EY", то легко видеть, что второе 

свойство, которое нужно установить, состоит в том, что Е 


мономорфизм. Это было доказано выше в случае, когда фильтрация 
положительна, 


Покажем теперь, что образ группы Н' (К) в EY! совпадает 
с ядром оператора 45. Имеем Ey! = 7 By oe °) и, с другой 
стороны, 

Ey = Zp ово Zp == 22 °/ BP. 
Поэтому ядро оператора d, образовано такими классами 2629", 
что 426 BY, т.е. dz=du, где иЕК,ПКА'. Полагая 2=и 9, 
имеем 49 —=0 и 
VEK NK, т.е. 967". 


Кроме того, так как одновременно иЕК, ПК! и du€ Ky, то 
F ь 
ВЕ," Следовательно, класс элемента 2 в Ey’! принадлежит образу 
0, 1 1 ‚1 
группы -E., т. е. группы Н (К). Обратно, если класс в Е можно 


0, 1 о 
представить в 22 элементом группы У т. е. циклом, то он, 
очевидно, аннулируется оператором 4.. 


2, 2 
Остается установить, что ядро гомоморфизма Ep °>н (К) есть 
образ оператора dy. Ясно, что оно содержит образ dj, так как 


последний представлен в 7?° границами. С другой стороны, возьмем 
z€ Zz, класс которого в 82° аннулируется в Н*(К). Tak как 
гомоморфизм Боб Н? (К) получается переходом к фактор-грулпам 
из равенств 0 23% — 72.5, то сделанное предположение 
означает, что 2 есть граница в К. Можно, следовательно, написать 
z==du. Так как 2 К.ПК?, то можно предположить, что ИЕ К! == 


‚1 2, 
—=КПА', и поэтому иЕ27''. Таким образом, элемент группы Е?’°, 
представленный элементом 2, находится в образе dy, что завершает 
доказательство, 


4.6. Случай, когда база или слой сферичны. 


Пусть К — комплекс с фильтрацией. Мы скажем, что находимся 
в условиях сферической базы, если существует такое целое число 
nar, что 
Е9 =0 для p#0, п, 


и сферического слоя, если существует такое целое число п? г, что 


Е —0 для g@ #0, п. 


102 ГЛ. Г. ГОМОЛОГИЧЕСКАЯ АЛГЕБРА 


Такая ситуация впервые встретилась при изучении расслоенных про- 
странств, у которых база (соответственно слой) является сферой 
размерности п (отсюда происхождение терминологии). 


Теорема 4.6.1. Лусть К — комплекс с фильтрацией. Пред- 


положим, что существует такое целое число п. г, что EP =0 
для р-=0, п. Тогда, если фильтрация в К регулярна, имеем 
точную последовательность 


. -> Е" i-n SH UR BS Be es KR Sins 


Tak как фильтрация в К регулярна, то получаем прежде всего, 
как в конце п. 4.3, что 


ЕЯ —=0 для p#0, т, 
и, следовательно, имеем точную последовательность 
сп, [-п 1 0, é 
0—> Ех —>Н (К)>Е» ->0 


для любого целого числа {. 
Рассмотрим теперь дифференциал 4, Он отображает Е 


в Е?*^ 1 и, следовательно, равен нулю на Е» если г < п. Зна- 
чит, в этом случае E,,, канонически изоморфна группе Е,. Если 
г 1< п, то аналогичные рассуждения показывают, что d,,, равен 
нулю и, следовательно, E,=E,,,=E,,5. Продолжая это рас- 
суждение, мы видим, следовательно, что существуют канонические 
изоморфизмы 


29 (29 


Иначе говоря, мы можем предположить, что г==и. 
Ясно, что в этом случае каждый элемент группы Ей’ является 


циклом относительно лифференциала d, и ни один элемент группы Е 
не является границей. Так как Е = Н(Е,), то, следовательно, 


: а 
50 n - 
EM, == Ker (E%—% ри. net) 
а 
п, а-п й. 4—-п 9, 4=1 п ‚а- 
ERAT = BR (Be eo виа a) 


Из подсчета степеней ясно, что d,,,;—d,,9= ... ==0, так что 
в пределе получаем изоморфизмы 


Oi 7 хп, 9-— 
Ba == Kerley р 
п, g-n ‚9- . 4—1 x - 
Ea" = Ee "Лт (Eg ^^ > В 9"), 
“Определим, кроме гого, гомоморфизм 


в ПН К) 
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как композицию эпиморфизма Е” '-" > Е." и мономорфизма 
Ев "> Н’(К) и аналогично гомоморфизм 


Н' (K)—> Ex! 


как композинию эпиморфизма H' (К) — Е! и мономорфизма 
Eck ‘Moi получим для любого { точную последовательность 
Ace у : а у | 
Pointy pte ton. a (К) > Ep > Em it lon, 
что и доказывает теорему. 
Аналогичные рассуждения приводят к следующему результату. 
Теорема 4.6.2. Пусть К — комплекс с фильтрацией. Пред- 


положим, что существуют такие целые rl и пог, что 


Е! —=0 для 4 - 0, в. Если фильтрация в К регулярна, то имеем 
точную последовательность 
SE ee HSE Е бы" MRIS ke 

Замечание 4.6.1. Более общий на mepp rt взгляд случай, 
когда Е? =0 для р == po, р, (соответственно E7? == 0 для 4 == 4%, 1), 
приводится к предыдущему надлежаще выбранным преобразованием 
фильтрации (соответственно градуировки} комплекса К. 

В книге А. Картана и Эйленберга (Cartan Н., Eilenberg $5., 


Homological Algebra, Princeton University Press, 1956 1)) имеются 
более детальные результаты (см. гл. XV, § 5 9TOA книги). 


4.7. Члены £j, В, ЕВ. 
Пусть К — дифференциальный модуль с фильтрацией. Ясно, что 
20=К, 2241 =Крь 4221 < Крьь 
и, следовательно, 
ВАК Кр 


Поэтому член Е, совпадает с градуированным модулем, связан- 
ным СК, а лифференциал 4, получается из дифференциала 4 в К 
при перехоле к фактор-модулям. 

Отсюда имеем 


В? = Н(КИКр: 9). 


Дифференциал 4, легко вычисляется. Действительно, рассмотрим 
точную последовательность 


0 -> К/К р+2—КрК pag — К/К -—0. (*) 


') Имеется русский перевод: Kaptan А., Эйленберг С., Гомоло- 
гическая алгебра, ИЛ, M., 1960. — Г/рим. ред. 


104 ГЛ. 1. ГОМОЛОГИЧЕСКАЯ АЛГЕБРА 


Она дает точную последовательность когомологий и, в частности, 
гомоморфизмы 
> ИВ __ нр-Ё 
5; Ey = Н(Кр/К р-.1)-> Н(Кр-/Кр +2) = EY В 
Именно эти гомоморфизмы составляют искомый дифференциал dj. 
Действительно, рассмотрим элемент «Е Н(К„К,,1), представленный 
циклом 2Е7(К,то@Кр-1) = 71. По определению, 4:а представлен 
элементом 427 (Кр mod К о). Но именно так определяется тре- 
THA гомоморфизм 6, связанный с точной последовательностью кого- 
мологий. 
Отсюда следует, что член Е. есть модуль когомологий комплекса, 
который получается, если снабдить градуированную группу 


Ee DAK IK as) 


дифференциалом 6, определенным точными последовательностями (*), 


4.8. Спектральная последозательность двойного комплекса, 


Пусть 
о. 


— двойной комплекс с дифференциалами 
/ +1 и +1 
d : KI > KP ‚Ч, а : КР9 > КР, ath 


удовлетворяющими условиям 4’4” + 4”4’ =0. В дальнейшем мы 
будем рассматривать К как „простой“ комплекс, используя полную 


градуировку 
К" = км 
„>. 
и полный дифференциал 4 = а’ -- а". 
Подгруппы 
м" 
г. =, 


определяют первую фильтрацию комплекса К. Члены соответствую- 


/ 
щей спектральной последовательности обозначим через Е. Мы 
вычислим их сейчас для г=1, 2. 
_. Имеем прежде всего 


i ft у 
В = Н('К„/ Кр). 
Но "К ol" К ра канонически отождествляется с градуированной группой 


KP == У КР, 
7 


$ 4. СПЕКТРАЛЬНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 105 


и это отождествление преобразует дифференциал dy Bd”, так как 4" 
отображает ‘K, в ‘K,,,. Имеем поэтому 


"ЕР РЕ “H(k*), 


где индекс ” напоминает о том, что когомологии вычислены с по- 


мощью дифференциала 4”. Для вычисления дифференциала 4 мы 
должны теперь явно выразить оператор 6, связанный с точной 
последовательностью 


й и , й й й 
Qe К paal Круа=> K,/ Кра-> at К, —0 
или, что то же самое, с точной последовательностью 


Oa KO ЕКО, 


В этой последовательности на крайних членах действует 4”, а Ha 
среднем члене — дифференциал, инлуцированный оператором a (т. е. 


и 
дифференциал, равный @ на компоненте К” и @ —на компо- 
ненте К?“ *). Так как 4=а’-- 4” и так как коциклы в третьем 
члене аннулируются дифференциалом 4”, то оператор 


Br НК”) НК?) 


индуцирован дифференциалом a’. 
Следовательно, если ввести на группе "Н(К), которая равна 
группе 4”-когомологий комплекса К, градуировку, определенную 


формулой 
"H(K)= DAK”), 


и дифференциал, индуцированный гомоморфизмами 
а’: KP > KP th * 
. ’ 
то получим канонические изоморфизмы 
/ / п 
Ef =H? ("H(K)). 


Для достижения полного результата мы должны еще выявить вторую 


1 / 
градуировку члена E,. Группа Еф“ образована элементами из В, 
которые можно представить элементами из К степени р--4, при 


условии, что в К рассматривается полная градуировка. Но очевидно, 
у f 

что Е есть множество элементов группы E,, представленных эле- 

ментами из КР”. Элементы полной степени р-|- 4 образуют среди них 


и 
группу КР. Поэтому если обозначить через НУЧ(К) группу кого- 
мологий комплекса К степени 4, вычисленную с помощью второго 
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дифференциала и второй градуировки в К, то мы получаем следую- 
щую окончательную формулу: 


"629 —" НР ("H4 (K) у 


Этот результат можно, впрочем, доказать прямо, исходя из фор- 
мулы 
ср Pg ра pti, q-1 
ВИ = 259] (BY 4 24 ), 
р 
определяющей член Ey. Действительно, 759 образована, очевидно, 
такими элементами из К вида х = х74 + xPtla-l ||, | что 


0 — 4”х29 


0 = д" xPth 4-1 Ра. (1) 


+1, 9-1 
С другой стороны, 71`"'Ч`` образована теми элементами x € 714, 


для которых х29 равен нулю. Наконец, BY’ образована элементами 
хЕ Zh", которые являются кограницами элементов группы ‘Kop 
т. е. для которых можно разрешить систему 


хР1 == a" хр. 4-1 @’ХР-Ъа, где d’xP-lh4—)0 
xPtl, 9-1 — 4” xP+l, 9-2’ хр, 9-1 
| KP +2, 9-2 xP +2 9-34 ф’хР+Ь g-2 
\ . . . . . В . . . . . . . . . . . . . 
1 —1 
Так как 74”? содержит все элементы вида 
ХР +2, 9-2 1. хР+3, 9-8 4 авы 
£ 
TO каждый элемент из Е? может быть представлен элементом 
Х == хР4 -- yeti, 9-1, 


удовлетворяющим (1). Если, кроме того, такой элемент определяет 
/ 
элемент О в 25”, то справедливо соотношение вида 


- -1, -1, 
PT we GP 91х94, где 4х’ 7 —0, (2) 


Обратно, рассмотрим решение уравнений (1), для которого можно 
разрешить (2), и положим 


xpth 9-1 == 4’ др, 9-1-|- аР+Ъ 9-1, 
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Используя (1) и (2), будем иметь 
a” ЕР 9-1 == "хр! 9-1 — а’ xp, 9-1 — — 7 xpd 4 4” В, 9-1 — 
= — 4’хР1 +d’ (%29 — d’xP-1.)—0. 


Следовательно, элемент x = xP7 4 хР+1 9-1 является суммой элемента 
+1, 9-1 1, 9-1 re И a 
27791 из 72191 и элемента 4”хР' 4 т ах NG не 

-1, ‚ 9-1 й 
— d(x? 9-1 хр 9-1) из BM т. е. определяет 0 в “EPR. 
/ 

Итак, группа 257 образована решениями системы (1) no мо- 
дулю тех решений, для которых можно разрешить (2). Рассмот- 
рим некоторое решение системы (1). Первое уравнение показывает, 

и г 
что хР4 определяет элемент группы НУ(К), первая степень которого 
равна р, а второе —что этот элемент является коциклом относи- 
и 
тельно 4’, т. е. определяет элемент группы ‘H?( H%(K)). Очевидно, 
что каждый элемент этой последией группы определяется некоторым 
решением системы (1). Для того чтобы при этом получился элемент 0 

é и и 
из НР (”НЯ(К)), необходимо и достаточно, чтобы элемент из "НУ (К), 
определяемый коциклом х29, был 4’-кограницей некоторого элемента 

и 
из НЧ(К), первая степень которого равна p—1. Следовательно, 
этот элемент будет представлен коциклом хР-' 1, удовлетворяющим 
условию 4”хР-Ъ4 =0, а ero 4”-кограница будет представлена коцик- 
лом 4’хР-1№9. Так, как x?79 и 4’хР-\№9 должны определять один и 
тот же класс в 4”-когомологиях, то должно иметь место равенство 

/ и 
xq — 'хР-Ъ9 — 4”хР,4-1. Другими словами, группа H?("H%(K)) 
отождествляется с группой решений системы (1) по модулю решений 
системы (2). Это снова определяет канонический изоморфизм 


‘EBT —'H? ("H4(K)). 


В заключение мы выделим ввиду его практической важности один 


частный случай теоремы 4.4.1. 
Теорема 4.8.1. Пусть К — двойной коцепной комплекс 


(К —0, если р< 0 или 9 < 0). Предположим, что 
‘H? ("H"(K))=0 для 9> 1. 

Пусть [ — подкомплекс в К, образованный такими элементами 
x== xP, что 4’ХР = 0. 


Тогда вложение [—К индуцирует изоморфизм когомологий ком- 
плекса L на когомологии комплекса К. 

Действительно, рассмотрим как двойной комплекс, в котором 
вторая градуировка и второй дифференциал тривиальны. В первой 
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спектральной последовательности комплекса Г имеем 
BED) = ACH). 
Поэтому, очевидно, 
"Е (Г) =0, если 950, ‘ER (1) = НР (р). 
С другой стороны, по предположению 
"ВМ (К)=0, если g £0, 


"ES (K) =H? ("H°(k)). 


и 
Но так как биградуировка в К положительна, то ясно, что H°(K) 
канонически отожлествляется с L, и поэтому 


"ER (К) = Н?(Ь. 


Отсюда следует, что вложение L—>K изоморфно отображает первую 
спектральную последовательность комплекса L на первую спектраль- 
ную последовательность комплекса К. Так как фильтрации в К иЁ 
регулярны, то искомый результат является следствием теоремы 4.3.1. 

Предыдущий результат дает, очевидно, некоторую интерпретацию 
канонических гомоморфизмов 


"ES (К)-> Н?(К), 


справедливых для каждого двойного коцепного комплекса и вытекаю- 
щих из результатов п. 4.5. 
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В этом параграфе через А обозначается кольцо с единичным эле- 
ментом. Для заданных А-модулей Ги М будем писать Ном (2, М) 
вместо Нот, (2, М) и ®М вместо L@M. 

А 


5.1. Проективные резольвенты и инъективные резольвенты. 


Пусть Ё — левый А-модуль. Проективной резольвентой модуля L 
называют любую гомологическую резольвенту модуля L 


2 >L,->L,->L-0, 


составленную из проективных А-модулей L; Аналогично инбектив- 
ной резольвентой модуля [ называют любую когомологическую 
резольвенту модуля L 


0—1. ->19->Ш->..., 


составленную из инъективных А-модулей L*, Существование таких 
резольвент немедленно вытекает из того, что каждый модуль является 
фактор-модулем (соответственно подмодулем) проективного (соответ- 
ственно инъективного) модуля. Мы всегда будем рассматривать проек- 
тивную (соответственно инъективную) резольвенту модуля / как 
цепной (соответственно коцепной) комплекс, ациклический в размер- 
ности (соответственно степени) п = 0. 

Теорема 5.1.1. Пусть L, М—0ва левых А-модуля, }—гомо- 
морфизм модуля [в М и [,, М, (соответственно L*, М*)—проек- 
тивные (соответственно инзективные) резольвенты модулей L, М. 
Существует гомоморфизм g первой резольвенты BO вторую, со- 
вместимый с], и © определен однозначно с точностью OO гомо- 
monuu. 

Рассмотрим, например, проективный случай. Мы должны дополнить 
диаграмму 


Le. > LL, L 0 
les 


а i 
> М, M,—> M— 0 
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гомоморфизмами g,,:L,—> М, таким образом, чтобы полученная диа- 
грамма оказалась коммутативной. Рассмотрим Гор: [> М. Так как 
Ly проективен, то существует такой gy:l,—> Му, что fo p= po Bo. 
Построив Zo, рассмотрим gyod:L,—>M,. В силу точности этот 
гомоморфизм отображает L, в циклы из Му, т. е. в d(M,). Так как 
L, проективен, существует такой g,:l,;—>M,, что gyod=do gy. 
Продолжая так шаг за шагом, получаем требуемый гомоморфизм =. 
Единственность его с точностью до гомотопии доказывается анало- 
гичными рассуждениями. 

Применяя это утверждение к случаю, в котором [= Ми f — 
тождественный гомоморфизм, мы находим, что 0вг проективные 
{соответственные инзективные) резольвенты произвольного модуля 
всегда гомотопно эквивалентны. 


Теорема 5.1.2. Пусть 0->L’ 1.1, |" +0 — точная по- 
следовательность левых А-модулей. Если заданы проективные ре- 


а и 
зольвенты L,u L, для L’ и [/, то существует такая проективная 
резольвента L, для [, что имеет место точная последователь- 
ность 


ОЕ. 52,50. 


совместимая с заданной точной последовательностью. Аналогично, 
если заданы инзективные резольвенты [/* u [/* для Ми L", то 
существуют инбективная резольвента L* для L и точная после- 
довательность 

0—4 [* > 0, 


совместимая с заданной точной последовательностью. 
Рассмотрим, например, проективный случай и построим последо- 
вательно модули L, (полагая [„==0 для п < 0). Мы будем обозначать 


, , 
множество циклов степени п в Ly через Zn и использовать аналогич- 


и 
ные обозначения для L, и Ly. 2 
Предположим, что L, уже построен в размерностях <n—1, 
Torna имеем коммутативную диаграмму 


O—> La-1 > La-1-> Ly-1—> 0 


у $ у 


O—> Lng > La-2—> [1-2—0 


у у у 


ОА А, oO, 


в которой строчки и столбцы точны. Отсюда легко получаем, что 
7 и 
последовательность 0-> 2 ,_1 ->71-1->2,-1->0 точна. Очевидно, 
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что для построения L, достаточно дополнить диаграмму 


В. р. 


до коммутативной диаграммы 


ОЕ Sk, He 1s 


} у у 


я лы 0, 


у у у 
0 0 0 


в которой строчки и столбцы точны и в которой [, проективен. 
Возможность этого вытекает из теоремы 1.3.2, что доказывает нашу 
теорему. 

Можно обобщить предыдущий результат, определив понятие проек- 
тивной (соответственно инъективной) резольвенты для произвольного 
комплекса. Будем исходить, например, из комплекса L, А-модулей 
с дифференциалом степени —1. В этом случае проективной резоль- 
вентой комплекса [, называют точную последовательность KOM- 
плексов 


we. Ly —> Дю —> 1. —>0, (1) 


удовлетворяющую следующим условиям: для каждого целого числа п 
последовательности модулей и гомоморфизмов 


wee —>C, (Ly) — С, (Ly) —С,(.)—0 
wee ZL, (Ly) > Z, (Lg) > Z, (L,) > 0 
eee > В, (2) > By (Leg) > В, (L) > 0 
‘eee > A, (Lg) > Ay (Le) @ A, (LE) > 9, 
полученные из (1), являются проективными резольвентами для 
C,(L,)=L,, 2,(L,), Ви (Е) и H,(L,) соответственно. 
Аналогично определяются инъективные резольвенты. 
Теорема 5.1.3. Каждый комплекс А-модулей допускает про- 
ективную (соответственно инъективную) резольвенту. 


Установим, например, существование инъективных резольвент для 
комплекса L*, в котором дифференциал имеет степень 1. Положим 


п — {п (L? ; В" = вп (L’), H"® =H" (L*). 
) 


Предположим уже построенными инъективные резольвенты /*(L”), 
Г (2^), Г*(В") и Г (Н") для модулей L", 7”, В" и Н" и такие гомомор- 
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физмы этих -резольвент, что для любого целого числа fm имеем ком- 
мутативные диаграммы точных последовательностей следующего 


вида; 
0—> /*( 2") > (LL) > Г (В"+) > 0 
i 1 1 (2) 


0 Zt» м - +150 
0-1 (BY > F(Z) > I (1) > 0 
1 1 1 (3) 


0— B® — 2 > H" ->0. 


Гогда будем иметь, как непосредственно проверяется, инъективную 
резольвенту комплекса L*, в которой 1" = У, [" (12). Дифференциал 
комплекса [^” индуцирован гомоморфизмами /” (12) > [" (12+), кото- 
рые получаются композицией гомоморфизмов 


КР) Г (В+), Г (В+) > [° (2241), Г (1) > РР, 


фигурирующих в диаграммах (2) и (3), а гомоморфизм L*?—> Lit! 
определяется гомоморфизмами /” (12) 1" !! (12). 

Отсюда ясно, что все сводится к построению диаграмм (2) и (3). 

Выберем для этого произвольно /*(B°) и /* (Н°). По теореме 5.1.2 
можно построить (3) для п==0. Построив /*(Z°), выберем произ- 
вольно Г (В'). Тогда по тем же причинам, что и выше, можно по- 
строить (2) для n==0. Сделав это; выберем произвольно /“ (1). 
Тогда можно построить (3) для n==1, а затем, выбирая произвольно 
Г (В), построим (2) для п==1. Поступая так шаг за шагом, мы 
осуществим построение для всех п>.0. Аналогичные рассуждения 
позволяют осуществить построение для n< 0. 


5.2. Производные функтора. 


Рассмотрим функтор Х—>Е(Х) на категории левых А-модулей 
со значениями в категории абелевых групп. Мы будем считать F ад- 
дитивным, ковариантным и точным справа. 

Для каждого левого А-модуля Х выберем проективную резоль- 
венту X,. Положим 


F(X) = LF (X) 
и определим на этой градуированной группе дифференциал, получен- 


ный из дифференциала BX, посредством Р. Производными функтора F 
мы будем называть функторы 


F,: XH, (F (X,)). 
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Чтобы оправдать это определение, необходимо‘ задать для каж- 
дого гомоморфизма и: X—>Y гомоморфизмы F(z): Р,(Х)-—> Е, (Y). 
Для этого достаточно продолжить и до гомоморфизма Х,—>У,, что 
возможно, и притом единственным с точностью до гомотопии спосо- 
бом, в силу теоремы 5.1.1. 

Само собой разумеется, что если изменить выбор резольвенты X,, 
сопоставляемой каждому модулю Х, то функторы Ё„ остаются теми 
же с точностью до изоморфизма. 

Установим основные свойства функторов Р„. Это, очевидно, ко- 
вариантные и аддитивные функторы. С другой стороны, имеем кано- 
нический изоморфизм 


Ро =, | Г 
так как из точной последовательности 


об Kia 0 


и из предположения, что F точен справа, вытекает точная последо- 
вательность 
Е(Х)—>Е(Х)—>ЕР(Х)>0. 


Кроме того, ясно, что 


Е, (Х)=0 для п>1, если Х проективен, 


так как в этом случае можно считать, что X, равен нулю в размер- 
HOCTAX п > 1. 
Рассмотрим, наконец, точную последовательность 


0-Х’ ХХ" 0, 


Можно выбрать проективные резольвенты этих модулей так, чтобы 
иметь точную последовательность 
f и 
0 Х,-—Х,—>Х, > 0. 


и / 
Так Kak X, проективен, то Х, отождествляется с прямым слагае- 
мым в X,; так что последовательность комплексов 


0-Е (Xi) > F(X, > F(X) > 0 


также точна. Kak следствие получаем гомологическую точную 
последовательность следующего вида: 


Р-Р, > F(X) —> F(X). 
... F(X") — F(X) > F(X) F(X") > 0. 


8 P. Годеман 
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Читателю предоставляется проверка того, что полученные таким спо- 
собом гомоморфизмы 
и 
P(X) > FX) 
не зависят от выбора проективных резольвент рассматриваемых MO- 
дулей Х’, ХиХх”. 

В частности, отсюда следует, что для того чтобы последователь- 
ность 

0+ F(X) F(X) > F(X") > 0 
была точной, достаточно, чтобы Fy (Х”) == 0. 

Рассмотрим теперь контравариантный и точный справа функ- 
тор Р. В этом случае Р (X,) является коцепным комплексом. Пола- 
гаем 

п п 
Е" (Х) = H"(F (Х,)). 
Справедливы свойства, совершенно аналогичные предыдущим: 
FO=F; 
В" (Х)==0 для n> 1, если Х проективен; 
с каждой точной последовательностью модулей связана когомологи- 
ческая точная последовательность 
5 
O> F(X") > F(X) > F(X’) — РИХ”)-.... 
Если, напротив, изучать точные слева функторы, TO для каждого 
А-модуля Х нужно использовать инзективную резольвенту Х*. 

Для заданного аддитивного, ковариантного и точного слева 

функтора F определим 

P"(X) = Н"(Е (X*)); 
если, напротив, Р есть контравариантный и точный слева функ- 
тор, то положим 

о + 

F(X) = A, (Е (**)). 
Читателю предлагается сформулировать и доказать свойства этих 
производных функторов. 

Заметим, что аналогичными методами можно изучать функторы, 
которые не прелполагаются точными слева или справа. По этому 
вопросу читатель может обратиться к книге А. Картана и С. Эйлен- 
берга. 


5.3. Функторы Ех’ (Ё, М) и Tor, (Ё, М). 
Пусть Ги М — два левых А-модуля. Рассмотрим функторы 
Е (Х) = Нот (2, Х), @(Х)= Ном (Х, М). 


Функтор Е является аддитивным, ковариантным и точным слева, 
тогда как G является аддитивным, контравариантным и точным справа. 
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Можно образовать, следовательно, производные функторы 
Р"(Х) = Н"(Нот (1, X%)), 
G" (X) = Н" (Hom (X,, М)). 
В частности, можно рассмотреть группы 
Б"(М) = Н"(Нот(Ё, М")); G"(L) =H" (Hom(L,, М)). 


Мы покажем, что они канонически изоморфны. Точнее, образуем 
двойной комплекс Hom(L,, М*) и, исходя из 4-Е, М-> М5, по- 
строим гомоморфизмы комплексов 


Нот (Ё,, М)->Нош(Ё,, М*) <-Нот(Ё, М"). 


Мы покажем, что эти гомоморфизмы индуцируют изоморфизмы в ко- 
гомологиях. Заметим сначала, что образ группы Hom(L,, М) в двой- 
ном комплексе Hom (L,, М") образован элементами, вторая степень 
которых равна 0 и которые аннулируются дифференциалом 4”. Зна- 
чит, чтобы доказать, что гомоморфизм 


Н" (Hom(L,, М))-> Н" (Нот (Ё,, M*)) 


является изоморфизмом, достаточно показать, что первая спектраль- 
ная последовательность этого двойного комплекса вырождена. Оче- 
видно, что 


"ВМ = НЧ (Нот (L,, M*)) = Нот (Ё„ Нч (М) 


в силу проективности модуля L,. Так как НТ(М*% =0 для g + 0, 
то наше утверждение доказано. Можно доказать аналогичное утвер- 
ждение для гомоморфизма Нот (Л, М*) —> Нот (Ё,, №). 

Для заданных левых А-модулей L u М положим 


Ext” (L, М) = Н" (Hom (L,, М)) = 
= Н” (Hom(L, M*)) = Н” (Hom(L,, M*)). 


Для определенности можно условиться, что для каждого модуля Х 
выбраны раз и навсегда проективная резольвента Х, и инъективная 
резольвента Х*. Ясно, что Ext”(L, М) есть аддитивный, ковариант- 
ный по отношению к М и контравариантный по отношению к L 
функтор. Имеем 


_Вх®Ю (Е, М) = Но (Е, М). 


8* 
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С другой стороны, 


Ехе (1, М)=0 для n>, если L проективен 


или если М инъективен. 


Наконец, каждой точной последовательности 
0O->L’ >L->L’>0 


соответствует точная последовательность 


0 —> Hom (L”, М) —> Hom (L, М) —> Hom (L’, М) > Ехй ([, М)... | 


и каждой точной последовательности 
0—> М/ — М— М” 0 


соответствует точная последовательность 


| 0-> Нот (1, М-> Нот (Ё, М)-> Ном (Ё, М”) > Ех ([, М»... | 


Заметим, что для определения операторов 
8: Ext"(L, М") > Ext"*"(L, М), 
фигурирующих в ЭТОЙ последовательности, нужно в соответствии 
с предылущим пунктом рассмотреть точную последовательность 
0—> М” -—> М*— M” +0 


и образовать точную последовательность комплексов 
0 —> Ном (Ё, М”) > Ном (Ё, М*) —> Ном (1, М") 0, 


но можно также рассмотреть точную последовательность 
0—> Hom (L,, М’) —> Ном (Ё,, М)-> Ном (L,, М”) > 0. 


То, что операторы 8, полученные из этих двух точных последова- 
тельностей комплексов, совпадают, доказывается „погружением“ их 
в точную последовательность двойных комплексов 


0— Ном ([,, М”) > Hom (L,, M*)—> Ном (L,, M’") = 0. 
Рассмотрим теперь правый А-модуль L и левый А-модуль М и 
образуем функторы 
F(X)=L@X, G(Y)=YO@M, 


определенные соответственно на категории левых А-модулей и Ha 
категории правых А-модулей. Оба они аддитивные, ковариантные и 
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точные справа функторы. Можно, следовательно, рассмотреть про- 
изводные функторы 

F,(X)=H,(L@X,), 6, =Н, (Т.М). 
Мы покажем, что группы 

F,(M=H,(L@M), G,(L) = Н, (1. 8 М) 


канонически изоморфны. 
Для этого достаточно доказать, что гомоморфизмы 


L,@M<L,@M,>L® M,, 


определенные отображениями M,—> М и [+ —Ё, индуцируют изо- 
морфизмы в гомологиях. Мы установим это, вычислив две спект- 
ральные последовательности двойного комплекса /.,® М,. Очевидно, 


"ВЫ = Hy (Lp @ M,) = Lp @ Hy (M,), 


так как Г, проективен. Ho H,(M,)=0 для g #0 и Н,(М,) = М, 


откуда немедленно следует требуемый результат. 
Положим 


Tor, (L, М) =H, (Е, ® М) =H, (Е ® M, =H, (L, ® М,). 


Ясно, что получены ковариантные и аддитивные по отношению к L 
и М функторы. С другой стороны, имеем, очевидно, 


То, (Ё, М=Е® М. 


Если модуль L плоский (тем более если он проективный), то 
H,(L@M)=L®@ H,(M,) 
и, следовательно, 


| Tor, (L, M)=0 для n>, если L или М — плоский модуль. 
| . 


Наконец, каждой точной последовательности 0O—>L’—>L—>L” ->0 
соответствует гомологическая точная последовательность 


... => Топ ([/, М) № ® М >19 М-—>М® М0. | 


Отсюда вытекает, что плоские модули характеризуются свойством 


Tor, (X, М) = 0 для всех Х. 
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Отметим как следствие из свойств функторов Tor, следующий 
результат. 

Теорема 5.3.1. Для того чтобы левый модуль L над коль- 
цом А был плоским, необходимо и достаточно, чтобы для каж- 
д0го правого идеала конечного типа Гиз А гомоморфизм 19 Ё—1, 
определенный вложением [— А, был мономорфизмом. 

Действительно, предположим, что условие выполнено. Переходя 
к индуктивному пределу, видим, что оно выполняется также, если / 
не имеет конечного типа. С другой стороны, из точной последова- 
тельности 


0—>/А—АМ—0 


и из того, что А проективно, следует точная последовательность 
0 — Tor, (АМ, Г) >18 Е—>Е—> (АМ ®&Ё—0. 
Наша гипотеза означает поэтому, что 
Tor, (X, В) =0 


для любого однородного!) А-модуля Х. 

Так как каждый модуль Х с п образующими допускает такой 
подмодуль с И— 1 образующей, что фактор-модуль является одно- 
родным, то, используя точную последовательность для функторов Тог, 
получаем, что предыдущее соотношение справедливо для всякого 
А-модуля конечного типа. Так как любой А-модуль есть индуктивный 
предел А-модулей конечного типа и.так Kak функтор Х-> Tor „(Х, L), 
очевидно, совместим с образованием индуктивных прелелов, то отсюда 
заключаем, что это соотношение справедливо без ограничений. Кле- 
довательно, модуль L является плоским. 

Как следствие получаем, что модуль над кольцом главных идей- 
лов является плоским тогда и только тогда, когда он не имеет 
кручения. 

Когда основное кольцо А является кольцом главных идеалов, 
каждый подмодуль проективного (т. е. свободного) модуля проек- 
тивен и каждый фактор-модуль инъективного модуля инъективен. 
Поэтому для любого А-модуля Х можно образовать проективные 
(соответственно инъективные) резольвенты, равные нулю в размер- 
ностях п 29. Отсюда следует, что 


Ext’(L, М)=0 и Tor,(L, М)=0 для n> 2. 
В этом случае пишем просто 
Ext!(L, М) = ЕхКЕ, М), Tor,(L, М) ==Тог (Е, М). 


1) Однородным А-модулем называется модуль вида A//, где / — идеал 
в кольце А, — Прим. ред. 
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5.4. Комплексы гомоморфизмов. 


Над произвольным основным кольцом А рассмотрим комплекс L,, 
дифференциал которого имеет степень —1, комплекс М*, дифферен- 
циал которого имеет степень --1, и двойной комплекс 


+ 
Hom(L,, М") = У\Нош(Ё„ М9). 
В п. 2.8 показано, что имеются канонические гомоморфизмы 
п * >’ : 
H" (Hom (L,, М"))-> УХ Hom(H,(L,), НСМ»). 

ptq=n 
Мы докажем сейчас, что эти гомоморфизмы являются изоморфизмами 
в предположении (впрочем, как мы увидим, слишком сильном), что 
все модули L,, В, ([.,), Z,(L,) и A, (L,) проективны. 

Действительно, употребляя очевидные обозначения, напишем точ- 

ную последовательность 

а 

0->Z,—> L,—> В,->0. 


Так как В, проективен, TO получаем точную последовательность 
двойных комплексов 


0-> Ном (В, M*)->Hom(L,, М*)—>Нот(2,, М*) 0, 
откуда, переходя к когомологиям, получаем диаграмму 


pk д pe 
H (Hom (L,, M*)) ++ H (Hom (Z,, M*)) > Н (Hom (B,, M*)) ++ H(Hom(L,, М*)) 
NY \‹ \a 
N № `\ 
0-> Hom (H (L,), Н (№) ) -> Hom (Z,, H(M*)) > Hom (B,, Н(М*) ) ->0. 
Вторая строчка этой диаграммы вытекает из точной последователь- 
ности 
0>B,->2Z,—-> H(L,) 9 
и из предположения, что модуль H(L,) проективен. 
Покажем теперь, что предыдущая диаграмма коммутативна. Един- 
ственный нетривиальный момент состоит в доказательстве того, что 
‚третий гомоморфизм 6 получается очевидным образом из вложения 
B,->Z,. Для этого возьмем класс когомологий a в Hom(Z,, М"), 
представленный коциклом и. Мы должны записать и как образ эле- 
мента Е Hom(L,, M*), т. е. продолжить и: Z,—> М* до 0: L,—> М* 
(что возможно); тогда GU находится в подкомплексе 
Hom (В, М*) 
и определяет элемент ba, 


Пусть < —полученный таким способом элемент группы Hom (B,, М). 
Так как гомоморфизм 


Hom (B,, М") > Нот ([,, М*) 
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получен транспонированием оператора d:L,—>B,, то имеем COOTHO- 
шение dv —= wod между гомоморфизмами L,—> М*. С другой стороны, 
имеем 49 —= vod + dov по построению дифференциала в Hom(L,, М"). 
Можно предположить, что 4 ох =—=0. Действительно, доц == 0, т. е. ц 
отображает Z, в коциклы из М*, так что можно (так как Z, является 
прямым слагаемым в L,) наложить такое же ограничение на 9. Исходя 
отсюда, получаем шо4==9о4, и так как V совпадает с и на Z,, 
а следовательно, и на B,, то это показывает, что W является не чем 
иным, как ограничением гомоморфизма и на В,. Тем самым, оче- 
видно, наше последнее утверждение доказано. 

Если это так, то в предыдущей коммутативной диаграмме g и h 
являются изоморфизмами, так как И, и В, проективны и имеют 
в качестве дифференциала 0. Отсюда легко выводится, что f — также 
изоморфизм. (Сначала устанавливается, что 8 — эпиморфизм. Тогда 
из точности последовательности получаем, что 4” =0, так что по 
тем же причинам /”" — мономорфизм. Остальные рассуждения три- 
виальны.) 

Разумеется, тот же результат можно установить в предположении, 
что модули М", В(М*), 2 (М*) и Н(М*) инъективны. 

Теперь мы можем сформулировать главный результат. 

Теорема 5.4.1. Пусть L, и М*— два комплекса левых 
А-модулей. Предположим, что либо [, проективен, либо М* 
инбективен. Тогда существует спектральная последовательность, 
pee их ВАНО) 

i+ ]1=а 
и в которой член Е есть биградуированная группа, связанная с кого- 
мологиями комплекса Нот (Ё,, M*) при надлежащей фильтрации. 

Рассмотрим, например, случай, когда L, проективен. Выберем 
инъективную резольвенту М" комплекса М*. Рассматривая М* как 
двойной комплекс, образуем тройной комплекс Hom(L,, M™). Имеем 
канонический мономорфизм 

7: Нот (Ё,, М*) — Нощ ([,, М*) 


на множество элементов, третья степень которых равна 0 и которые 
аннулируются третьим дифференциалом. 

Профильтруем этот тройной комплекс с помошью его первой и 
второй степеней. Получим спектральную последовательность, для 
которой 

PY __. q Je 
EM = У A (Hom(Z, M*)). 
i+j=p 

Для заданного j комплексе M/* является резольвентой модуля M/, 
Так как [; есть проективный модуль, то, следовательно, 

"i jx 

= У Hom (L, М”), ВМ ==0 для 440. 
+7=р 
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Далее, так как третья градуировка положительна, то эта спектраль- 
ная последовательность сходится, и поэтому гомоморфизм jf инду- 
цирует изоморфизм когомологий. 

Профильтруем теперь тройной комплекс с помощью его третьей 
степени. Тогда получим спектральную последовательность, для которой 


EM — H"(Hom(L,, М*^)). 


Для заданного р модули М”?, 7 (М*?), В(М*?) и Н(М^?) инъективны. 
В соответствии с частным случаем, исследованным в начале этого 
пункта (или, скорее, „дуальным“ случаем), получаем 


ЕН = ХУ Hom(H,(L,), H/ (М")), 
itj=q 
причем дифференциал d, индуцирован гомоморфизмами M*?—> M*?*?, 
Но последовательность 


0-> H! (М*) — Н7 (М*°) -> Н7 (М) >... 
есть инъективная резольвента для H’ (М*). Так как Е, = Н(Е,), то 


Ви — ХМ Ext?(H,(L), H/(M), 


i+ j=q 


что и требовалось доказать. 

Читателю предлагается сформулировать результаты, которые полу- 
чаются, если предположить, кроме того, что комплекс L, (или М*) 
сводится к одному члену степени 0. 

Заметим, что, вообше говоря, предыдущая спектральная последо- 
вательность сходится только тогда, когда комплекс Нот (Ё,, М) 
ограничен снизу, например когда /,— цепной комплекс, а M*— 
коцепной комплекс (случай, наиболее важный в приложениях). 
Однако эти условия не нужны, если третья градуировка ограни- 
чена сверху. Можно всегда предположить, что это так, когда основ- 
ное кольцо А является кольцом главных идеалов. Кроме того, 
в этом случае ЕЯ — 0 для р-=0, 1. Используя теорему 4.6.2, полу- 
чаем следующий результат: 

Теорема 5.4.2. Пусть L, и М" — комплексы над основным 
кольцом главных идеалов. Предположим, что либо L, свободен, 
либо М*`инъективен. Тогда для каждого п имеем точную после- 
довательность 


0-> У Ext (L.), НУ (M*))—> Н" (Hom (L,, M*))> 
i+jen-~ 
— У Hom(H,(L,, H! (M*))>0. 


i+j=n 
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Пусть, например, [, — комплекс свободных А-модулей. Тогда 
для каждого А-модуля М имеем точные последовательности 


0—> Ext (H,_ (L,), M)— Н" (Hom (L,, М) )—> Hom (A, (L,), M)-> 0. 


Этот результат позволяет, например, вычислить сингулярные когомо- 
логии топологического пространства как функцию от его целочислен- 
ных сингулярных гомологий. 


5.5. Тензорное произведение комплексов. 


Пусть L,— комплекс правых А-модулей и М, — комплекс левых 
А-модулей. Методы предыдущего пункта, надлежащим образом видо- 
измененные, применимы к исследованию двойного комплекса .®М,, 
когда L, образован плоскими модулями. 

Сначала доказывается, что канонический гомоморфизм 


У A, (L,) @ H,(M,) > H, (L, 8 М.) 

р q=n 
является изоморфизмом, когда все модули L,, Z(L,), B(L,) и ACL,) 
являются плоскими или когда это условие выполнено лля М, вме- 
сто [, (второй случай приводится к первому, если заменить А на 
обратно изоморфное кольцо). Пусть. далее, /,— плоский модуль. 
Выберем проективную резольвенту M,, для М, и изучим тройной 
комплекс L,@ М... Фильтруя его с помошью первой и второй сте- 
пени, замечаем, что его гомологии канонически изоморфны гомоло- 
гиям комплекса L,@ M,; фильтруя его с помошью третьей степени, 
находим спектральную последовательность, аналогичную спектральной 
последовательности предыдушего пункта. Получаем окончательно 
следующий результат: 

Теорема 5.5.1. Пусть [,— комплекс правых А-модулей и 
М, — комплекс левых А-модулей. Предположим, что L, — плоский 
модуль. Тогда существует спектральная последовательность, 
для которой : 

ng = Х Тог (НЕ), H;(M)) 


itj=q 


и в которой член Е” есть биградуированная группа, связанная 
с гомологиями комплекса [,© М, при надлежащей фильтрации. 
В случае когда основное кольцо является кольцом главных идеа- 
лов, получаем следующую теорему. 
Теорема 5.5.2. Пусть [, и М, — комплексы модулей над 
кольцом главных идеалов. Предположим, что L, не имеет 
кручения. Тогда существуют точные последовательности 
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0 У H,L)@H(M)>H, 0,8 М) 
itje=en 
> > Tor (#7; (L,), H)(M,)) —> 0. 


i+jan-1 


Этот результат дает возможность вычислять, например, гомологии 
декартова произведения двух базисных симплициальных цепных 
комплексов, так как они изоморфны гомологиям их тензорного про- 
изведения. В частности, сингулярные гомологии произведения прост- 
ранств можно получить (в принципе) с помощью предыдущих формул. 

Когда М, сводится к одному члену степени 0, получаем точные 
последовательности 


0—Н, (L,) ® М-Н, (L, @ М) —Тог(Н,_, (1.), M)—> 0. 


Например, сингулярные гомологии топологического пространства Х 
с коэффициентами в абелевой группе можно вычислить с помощью 
целочисленных гомологий, используя эти формулы. 


5.6. Пример приложения: гомологии и когомологии 
дискретных групп. 


Пусть С — „дискретная“ группа (т. е. произвольная группа, 
которая рассматривается чисто алгебраически). Можно применить 
результаты настоящего параграфа к алгебре группы G над кольцом 
целых рациональных чисел 7. Напомним, что это есть свободная 
абелева группа Z(G), имеющая в качестве базиса множество эле- 
ментов группы С, умножение в которой сводится к умножению 
базисных элементов как элементов из G. 

Ясно, что левый (соответственно правый) 2(С)-модуль является 
не чем иным, как абелевой группой [, на которой С действует 
слева (соответственно справа). Используя более классическую терми- 
нологию, можно сказать, что это — линейное представление группы CG 
(соответственно обратно изоморфной группы) в Ё. Мы будем гово- 
рить также, что [ есть левый (соответственно правый) С-модуль. 

Если L и М — левые С-модули, то группа Ношу (о, (Ё, М), 
которую мы также будем обозначать через Ноша(Ё, М), есть группа 
гомоморфизмов и абелевой группы L в абелеву группу М, которые 
уловлетворяют условию и (5х) =$:и(х) для SEG, хЕГ. Если 


Г — правый С-модуль и М — левый С-модуль, то группа L ® М, 
Z(G) 
которую мы также будем обозначать через L& М, получается как 
а 


124 ГЛ. 1. ГОМОЛОГИЧЕСКАЯ АЛГЕБРА 


фактор-группа тензорного произведения L@M над кольцом Z по 

подгруппе, порожденной элементами вида х5Фу— x @sy. Гомомор- 

физмы группы 2 ® М в абелеву группу № отождествляются поэтому 
6 


с билинейными отображениями f: LX М->М, которые удовлетво- 
ряют условию f (xs, у) = (x, sy). 

В дальнейшем мы рассматриваем абелеву группу Z как С-модуль, 
условливаясь, что $. х=х для SCG, x€Z. Таким образом, мы 
имеем здесь „единичное представление“ группы С. 

Для заданного левого С-модуля L положим 


Ноша(7, L) = 15. 


Очевидно, что это подгруппа группы L, образованная элементами x, 
инвариантными относительно С, т. е. такими, что $х==х для 
всех s€G. Точно так же, действуя на этот раз операторами из С 
справа на Z, положим 

2—0. 


Это, очевидно, фактор-группа группы L по подгруппе, порожденной 
элементами вида sx — x(SEG, хЕ/). 
Пусть теперь 2 — левый С-модуль. Положим 


H, (G; L)= Tor, (2, L), 
Н" (С; L)=Ext" (Z, L), 


выбирая, разумеется, в качестве основного кольца Z(G). Имеем, 
очевидно, следующие свойства: 
G 
(0 Hy (в; L)=Le; H°(G; L)=L; 
(II) пусть O—> L’ > L-> L” —> 0 — точная последовательность левых 
С-модулей; тогда имеем точные последовательности 


„= H,(G; №) > Н,(@; L) > A, (В; L > A, (G; Ly >... 
... 2A, (0; Е) le Llo—>Le—-> 0 


0-> 1/9 >19 -> L”9 -> HG; L’) > H1(G; L)->.... 


(il) H,(G; L)=0 для n>, если С-модуль L проективен; 
A" (G; L)=0 для n> 1, если G-mMoayab L инъективен, 

Покажем теперь, как можно явно вычислить группы Н, (@; Г) 
и H"(G; L). Все сводится, очевидно, к построению проективных 
(например, свободных) резольвент С-модуля 2. Заметим сначала, 
что если Х есть множество, на котором С действует слева, то G 
очевидным образом действует слева на свободной абелевой группе Р (Х), 
имеющей в качестве базиса Х, и что F(X) есть свободный С-модуль 
тогла и только тогда, когда G действует на Х без неподвижных 
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точек (т. е. если SX == х для некоторого хЕ Х влечет за собой $ =). 
Таким способом можно получить любой свободный С-модуль. 

Возьмем теперь базисный симплициальный цепной комплекс Е, 
над кольцом целых рациональных чисел. Предположим, что для 
каждого #20 группа С действует слева на множестве $,(Р.) 
п-мерных симплексов из F, (п. 3.1), а, следовательно, по линейности 
и на Р,. Разумеется, это действие совместимо с симплициальной 
структурой в F,. Тогла F, становится комплексом свободных 
С-модулей, если С действует без неподвижных точек Ha S, (F,) 
для каждого п. Ясно, кроме того, что каноническое дополнение 
Ру-> 7 для F,, которое отображает каждый симплекс размерности 0 
в число 1, есть гомоморфизм С-модулей. Таким образом, если 
FP, ацикличен, то мы построим свободную резольвенту С-модуля Z 
и для любого правого (соответственно левого) модуля L будем иметь 
следующие формулы: 

H,(G; L) =H, (F.@L), 


H"(G; L)= Н" (Нота (F,, L)). 


Предыдущая конструкция применяется в многочисленных ситуа- 
циях. Возьмем симплициальную схему К и предположим, что 
G действует слева без неподвижных точек на К, преобразуя каждый 
симплекс из К в симплекс из К. Тогда в предыдущем построении 
можно взять в качестве Р, комплекс C,(K) целочисленных сингу- 
лярных цепей схемы К. Если $ЕС и (xg, ..., ¥,) — сингулярный 
симплекс размерности п в К, то имеем 


S+(Xq, ..., Ми) == ($0, ..., SX). 


Если симплициальная схема К ациклична, то мы видим, что С, (К) есть 
свободная резольвента модуля 2. Пусть теперь L— левый С-модуль. 
Тогла Home (C,(K), £) можно интерпретировать слелующим образом. 
Определим действие группы G на 


Hom (С, (К), [) = С*(К; Г), 
$. Л (Ш =$- (0 (51. и)) 


для s€G, ГЕ С*(К; L) и любого сингулярного симплекса и в К. 
Тогда ясно, что 4 FS 


полагая 


Нотс (С, (К), L) == С*(К; 16. 


Другими словами, если К — ациклияная симплициальная схема, 
на которой С действует без неподвижных точек, то для любого 
С-модуля L имеют место канонические изоморфизмы 


Н" (в; Е) = Н" (С*(К; L)°). 
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Очевидно, что аналогичным же образом можно получить формулы 
для гомологий 
AG; = A, (С, (К; Юз). 

Наиболее важным случаем является тот, когда в качестве К 
взята симплициальная схема С, в которой симплексами являются 
конечные и непустые подмножества в С, причем С действует на 
себе при помощи правых сдвигов. В этом случае мы получим, напри- 
мер, групны Н” (С; L), вычисляя когомологии следующего коцепного 
комплекса С* (0; Г). Его элементами степени п являются отображе- 


ния f :G"! a удовлетворяющие условию 
а eee ig exes Beh 
a дифференциал определяется формулой 
ее Е Аа 

Приведем еще один важный пример свободной резольвенты 
С-модуля 7. Пусть С действует на топологическом пространстве Х 
(разумеется, предполагается, что элементы SE С определяют гомео- 
морфизмы Х—>Х). Если и: Л->Х — некоторый п-мерный сингу- 
лярный симплекс пространства Х и если $ Е С, то обозначим через $. и 
сингулярный симплекс Sou. Ясно, что сингулярный комплекс CS, (X) 
образован С-модулями, которые свободны тогда и только тогда, 
когда G действует на Х без неподвижных точек. Если [, — некото- 
рый @-модуль, то можно очевидным образом определить действие 
группы С на комплексах CS,(X; L) и С5*(Х; Г). Ясно, что 

С$,(Х; L)g= 1. @CS,(X) 


для любого правого С-модуля и 
CS* (X; L)° = Ното(С$,(Х), L) 


для любого левого С-модуля. Kak и выше, отсюда следует, что 
если С действует слева без неподвижных точек на топологи- 
ческом пространстве Х, ацикличном в сингулярных гомологиях, 
то имеют место изоморфизмы 


HM, (0; L)= Hi, (CS, (Х; L)g)s 

H" (в; L) = H"(CS* (Xx; 15°) 
OAR любого правого (соответственно левого) Ц-модуля Е. В про- 
должении этого труда мы покажем, что во многих случаях указан- 
ные выше группы можно интерпретировать с помошью фактор-про- 
странства X/G. 

Читатель, желающий углубить свои познания в этих вопросах, 
может обратиться к семинару А. Картана за 1950—1951 гг., первая 
половина которого посвящена когомологиям групп. Впрочем, мы 
также вернемся к этим проблемам в связи с теорией пучков. 


ГЛАВА . 


I] 


ТЕОРИЯ ПУЧКОВ 


§ 1. ПУЧКИ МНОЖЕСТВ — - 


1.1. Аксиомы пучков. 


Пусть Х — топологическое пространство и «Я — предпучок мно- 
жеств с базой Х (гл. 1, п. 1.9). Говорят, что «Я есть пучок множеств, 
если выполнены следующие условия !): 

(Fl) Пусть (И), .,— некоторое семейство открытых подмно- 


жеств в Х, И —- их объединение, as’ и $” — два элемента из F (И). 
Если ограничения элементов 5’ и s” на каждое Ц, равны, mo 
$’ = 5". 

(F2) Пусть (Из), с ‚— некоторое семейство открытых подмно- 
жеств в Х, Ц — их объединение, и пусть даны такие $, Е «Я (И), 
что для любых i, JET ограничения элементов $; и S; на ИП U; 
равны. Тогда существует элемент $Е F (U), ограничение кото- 
pozo на И, равно $, при любом i€l. 

Заметим, что в силу (Fl) элемент $ Е «Я (И), существование кото- 
рого обеспечивается условием (Е2), определяется однозначно. Кроме 
того, применяя (Е2) к случаю, когда /— пустое множество, убе- 
ждаемся в том, что «Я ($) — одноэлементное множество. (оставляя 
вообще в стороне тривиальный случай, когда все 6 (И) — пустые 
множества). Следовательно, в формулировке аксиомы (F2) достаточно 
рассматривать пары i, /, для которых И, ПИ, не пусты. 

Расслоенным пространством?) с базой Х назовем всякую 
пару (Е, р), rae Е — топологическое пространство и р — непрерыв- 
ное отображение пространства E в X, 

Сечением пространства (Е, р) над произвольным подмножеством М 
из Х называют всякое непрерывное отображение $ : М —> Е, такое, что 
p(s(*))=x для любого хЕМ. Если сопоставить Теперь каждому 
открытому множеству U из Х множество «Я (И) сечений в (Е, р) 


') Для любых открытых множеств U и Ус И образ произвольного 
элемента s¢€ ¥ (U) при структурном отображении ¥ (И) > (У) называют 
ограничением элемента $ на множество У. Объяснение этого термина 
будет дано в следующем пункте. 

2) Автор использует здесь термин espace découpé. Мы остановились на 
термине «расслоенное пространство», хотя в русской литературе он обычно 
употребляется в гораздо более узком смысле. Заметим, что если (Ё, р) — 
расслоенное пространство с базой Х, то множество E(x) =р-'!(х), где 
хеЕХ, обычно называют слоем над точкой х. — Прим. ред. 


130 ГЛ. П. ТЕОРИЯ ПУЧКОВ 


над U и определить ограничение на У сечения над U как ограниче- 
ние на У соответствующего отображения И->Е, то легко убедиться 
в том, что соответствие И->сЯ (Ш) определяет пучок множеств 
с базой Х. Будем называть его пуяком ростков сечений расслоенного 
пространства (Е, р). Этот пример допускает много различных вариан- 
тов. Можно, например, ограничиться (там, где это имеет смысл) 
„дифференцируемыми“ или „аналитическими“ сечениями простран- 
ства (E, р). 


1.2. Накрывающее пространство, связанное с пучком. 


Пусть (Е, р) — расслоенное пространство с базой Х. Говорят, 
что (Е, р) — накрывающее пространство над Х, если отображение р 
является локальным гомеоморфизмом, т.е. если для каждой точки и ЕЕ 
найдется в Е открытая окрестность, которую р гомеоморфно ото- 
бражает на открытую окрестность точки р(и)ЕХ'). В этом случае 
для всякого сечения $ в (Е, р) над открытым в Х множеством U 
множество 54) открыто в Е. Более того, для любого “EE суще- 
ствует такое сечение $ в (Е, р), определенное в некоторой окрест- 
ности точки х = р(и), что 5(х)= и. Отсюда следует, что открытыми 
множествами в Е являются как раз объединения множеств вида $ (1). 
Наконец, ясно, что если два сечения в (Е, р), определенные в откры- 
тых окрестностях U и V точки x, равны в х, то они совпадают 
в некоторой окрестности Ус ИПУ точки x. Другими словами, 
множество 


E(x) = р '(х) 


можно отождествить с индуктивным пределом множеств oF (И), где 
U пробегает направленное упорядоченное множество открытых в Х 
окрестностей точки х. 

Мы покажем теперь, что при помощи этой конструкции может 
быть получен любой пучок множеств с базой Х. 

В целях большей общности начнем с предпучка множеств oF 
с базой Х. Для любого хЕХ открытые окрестности точки х в Х 
образуют направленное упорядоченное множество Ф (x). Условия тран- 
зитивности, наложенные на операторы ограничения «Я (U) > «Я (У), 
NOSBOJAIOT определить множество 


<Я (x) =limind F (0). 
UVE® (x) 


') Автор применяет здесь термин espace étalé. Мы предпочли использо- 
вать известный термин «накрывающее пространство», понимая его в более 
широком, чем обычно, смысле. — //рим. перев. 


$ 1. ПУЧКИ МНОЖЕСТВ 131 


Обозначим через ‹Я объединение всех множеств oF (xX) и через 
р— отображение множества <Я в X, которое переводит каждое 


подмножество «Я (x) в точку x. 
Пусть U — открытое множество и ХЕ Ц. По самому определению 
индуктивного предела имеется каноническое отображение 


& (U) > (>), 


которое мы будем записывать $>$(х). Каждый s€ oF (И) инду- 
цирует поэтому отображение 5: И, а именно отображение 


x —> 8(x), которое удовлетворяет условию p(s (x)) =х для каждого 
x€U. Далее, возьмем открытое Ус И и заменим $ его ограниче- 


нием # на У. Тогда для всякого «EV отображение F (0-9 (x) 
есть композиция отображений F U)>F WV) it it FV) >F (x). 
Следовательно, отображение 7: И есть ограничение на У 
отображения $: U»>F. 

Снабдим теперь Я“ наименее тонкой из тех топологий, при 
которых отображения $ непрерывны [sC ¥ (И), U — открытое 
в Х множество]. Подмножество @ из <Я открыто, следовательно, 
тогда и только тогда, когда для любого U и для любого $@ с (U) 
совокупность таких x€U, что $(х)Е@, образует открытое в Х 
множество. 

Очевидно, что отображение р будет тогда непрерывным. С другой 
стороны, для всякого открытого множества U в Х и всякого $ Е с (U) 
множество S(U) открыто в <. Для этого достаточно проверить, 
что, каковы бы ни были SEF (И) u tEF (У), совокупность тех 
xCUNV, для которых $(x) =F (x), образует открытое множество. 
Но это непосредственно следует из определения индуктивного пре- 
дела. 

Из доказанного выше следует, очевидно, что пара (oF, р) есть 
накрывающее пространство над Х. Обозначим через Я (U) мно- 
жество сечений пространства x над U. Тогда ясно, что канониче- 
ские отображения 


9 (U)—> F UV) 


определяют гомоморфизм предпучков. Мы покажем сейчас, что он 
является изоморфизмом тогда (и только тогда), когда «Я — ‘пучок. 

Указанные выше отображения взаимно однозначны, если oF удо- 
влетворяет аксиоме (Е1) пучков. Действительно, предположим, что 


5', $" Е ¥ (И) определяют одно и TO же сечение пространства F 
над U. Так как из равенства 5’ (x) = 8” (x) следует существование 
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окрестности точки х, на которой ограничения элементов 5’ и 5” равны, 
то И можно представить- в виде объединения таких открытых 
множеств U,, что ограничения элементов 5’ и 5” на каждое (/, равны, 
откуда следует наше утверждение. 


Наш гомоморфизм отображает каждое «Я (U) на все F (U), 
если ‹Я удовлетворяет аксиомам (F1) и (Е2). Действительно, pac- 
смотрим некоторое сечение ff: И->&. Tak как два сечения, совпа- 
дающие в точке, совпадают и в некоторой ее окрестности, то можно 
представить U как объединение открытых U, и найти такие 
s,€ (0), что s,==f на U;. Так как $1==5, на И; ПО); и так как 


выполнена (Fi), то ограничения элементов $; и $, на И; П И, равны. 


В силу (Е2) существует тогда элемент $6 «Я (U), ограничение кото- 
рого на каждое И? есть $;. Следовательно, $ =} в U, что и доказы- 
вает наше утверждение. 

Будем говорить, что накрывающие пространства (Е, р) и (ЁЕ’, р’) 
изоморфны, если существует гомеоморфизм пространства E на Е’, 
который переводит р в р’. Ясно, что из предыдущих рассмотрений 
вытекает следующий результат. 

Теорема 1.2.1. Всякий пучок множеств с базой Х изомор- 
фен пучку ростков сечений некоторого накрывающего пространства 
Had Х, определенного однозначно с точностью OO изоморфизма. 

Замечание 1.2.1. В дальнейшем мы не будем делать никакого 
различия между пучком множеств ‹Я и накрывающим простран- 


ством (cf, р), которое мы связали с ним выше. Мы будем 
обозначать это накрывающее пространство той же буквой «Я (чаще 
всего опуская в обозначении „проекцию“ р) и для каждого подмно- 
жества М в Х обозначать через «Я (М) множество сечений этого 
пространства над М. В частности, элементы множества «Я (И) будут 
отождествляться с сечениями пространства «Я над U. Если М состоит 
из одной точки, то, разумеется, мы BHOBb возвращаемся к множе- 


ству of (x), которое мы тоже будем обозначать просто через 
<Я (х). Эти отождествления, естественно, не будут мешать нам 
становиться то на точку зрения „накрывающих пространств“, то на 
точку зрения предпучков. 

Замечание 1.2.2. Если «Я — пучок ростков сечений расслоен- 
ного пространства (Е, р) с базой Х, то элементы множества oF (xX) 
называют ростками сечений пространства (Е, р) в точке x. Два 
сечения пространства (Е, р) над окрестностями И и V точки x 
определяют один и тот же росток в том и только в том случае, 
когда они совпадают в некоторой окрестности И ПУ точки x. 
Вообще говоря, накрывающее пространство, связанное с c¥ , отлично 
от (Ё, 2), если, разумеется, (Е, р) само не является накрывающим 
пространством. 
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Замечание 1.2.3. Как видно из доказательства теоремы 1.2.1, 
каждый предпучок множеств «Я определяет каноническим образом 
некоторое накрывающее пространство над Х, т. е. пучок «Я множеств 
над Х. Говорят, что этот пучок порожден предпучком of . Заметим, 
что имеется канонический гомоморфизм CF —> < предпучков. 

Замечание 1.2.4. Накрывающее пространство of над X 
не является, вообще говоря, отделимым (хаусдорфовым), даже 
если само Х — отделимое пространство. Действительно, пусть 
$5 и { — сечения над открытым в Х множеством И. Как мы уже 
видели, совокупность тех х@ U, для которых $(х) =2(х), образует 
открытое в И множество. Если же «Я отделимо, то это множество 
и замкнуто в пространстве U. Другими словами, если «Я — отде- 
лимый пучок, то два сечения $ и ¢ над открытым и, равные 
в некоторой точке хЕ U, равны во всей связной компоненте точки x” 
в 0, т.е. в пучке сЯ выполняется „принцин аналитического про- 
должения“. Например, если Х — комплексное аналитическое много- 
образие, то пучок ростков голоморфных функций над Х [для опре- 
деления которого нужно принять за «Я (UV) множество функций, 
определенных и голоморфных в И] является отделимым пучком, в TO 
время как пучок ростков непрерывных функций таким не будет. 


1.3. Сечения над произвольным множеством. 


Пусть «Я — пучок с базой Х. Так как сечения пучка «Я опре- 

делены над произвольным подмножеством в Х и так как имеются, 
очевидно, соответствующие операторы „ограничения“, то можно 
поставить вопрос о справедливости аксиом (Е1) и (Е2) без предпо- 
ложения о TOM, что рассматриваемые в них множества открыты BX. 
Очевидно, что это имеет место для (Е1), HO не для (Е2). В противном 
случае любое отображение $: Х-—> Я, для которого р ($ (х)) = x, 
было бы непрерывным, так как X можно представить в виде объе- 
динения одноточечных множеств. Несмотря на это, имеет место 
следующий частный результат, который мы используем несколько 
ниже. 
Теорема 1.3.1. Пусть с — пучок множеств с базой Х u 
(M)); =/— Чокально конечное замкнутое покрытие пространства Xx. 
Пусть даны такие сечения $, Е Я (М), что $=$; на М. ПМ,, 
каковы бы ни были Ён}. Тогда существует Сечение sé F(X), 
совпадающее © $, на М; при любом i€l. 

Очевидно, что существует и единственно отображение 5: Х-> «Я, 
которое совпадает с $; на М;. Остается показать, что оно непрерывно. 
По условию всякая точка х обладает открытой окрестностью И (х), 
которая пересекается лишь с конечным числом множеств M,. Пусть 
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это будут множества Ми, .. ‚М, . Так как они замкнуты, то можно 
предположить, выбирая U(x) noeraTeanb малой, что все они содер- 
жат X и что существует сечение ¢ пучка «Я нал U(x), для кото- 
рого имеем 


#(х)=$(х) = (x)=... = 51, (x). 


Рассматривая ограничение сечения # на М», приходим к тому, что су-_ 
ществует окрестность (/;, (x) точки x, такая, что # == 5;, на U; (x) 1) М, 
Очевидно, можно считать, что у, (x)= U(x) для любого А. Тогда 
s и Е совпадают в 


И (х) п (Мь ЕЯ УМ, ) = U(x). 


а это доказывает, что $ непрерывно в точке х. 


1.4. Простые пучки. 


Пусть Х — некоторое топологическое пространство и А — произ- 
вольное множество. Простым пучком с базой Х и слоем А назы- 
вают пучок, порожденный предпучком И-—> А, операторами ограни- 
чения которого являются тождественные отображения. 

Легко конструируется соответствующее накрывающее простран- 
ство of. Действительно, сЯ (x) определяется как индуктивный 
предел, откуда, очевидно, oF (х) = А для каждого х и «Я =ХЖА. 
Кроме того, ясно, что сечения, определяемые рассматриваемым пред- 
пучком, — это не что иное, как отображения И—> ХХ А, имеющие 
вид х-—>(х, а), roe а — постоянный элемент множества А. Другими 
словами, топология на oF =ХЖА есть произведение топологии 
пространства Х и дискретной топологии в А. 

Множество с (U) для каждого открытого U отождествляется 
каноническим образом с множеством непрерывных отображений И —> A 
или, иначе говоря, с множеством локально постоянных отображений 
множества U в А. 

В дальнейшем, не опасаясь недоразумений, мы будем чаше всего 
обозначать простой пучок с базой Х и слоем А просто буквой А. 


1.5. Индуцированные пучки. 


Пусть Х — топологическое пространство, У — подпространство 
в Хи of — пучок с базой Х. Ясно, что множество точек накры- 
вающего пространства ‹Я, проектирующихся в У, определяет на- 
крывающее пространство над У, т. е. пучок с базой У, который мы 
будем обозначать через oF |У и называть пучком над У, индуци- 
рованным пучком F . 
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Ясно, что для всякого множества М в У множество сечений 
пучка of |У над М есть ¥ (М). Это позволяет иначе определить 
пучок «Я |У, сопоставляя каждому открытому в У множеству UCY 
множество oF (U) сечений пучка oF над И. 


1.6. Гомоморфизмы пучков. 


Пусть & и ® — два пучка множеств с базой Х. Под гомомор- 
физмом пучка v£ в FY понимают гомоморфизм предпучка vf в пред- 
пучок @, т. е. систему отображений 


Л(0): AU) > BY), 
удовлетворяющую очевидным условиям совместимости. 
Будем рассматривать теперь vf и как накрывающие простран- 


ства над Х. При переходе к индуктивному пределу гомоморфизм f 
определяет отображения 


F(x): (x) —> B (x) 
и тем самым отображение накрывающего пространства of B накры- 
вающее пространство 8, которое мы обозначим через f. Если $ — се- 
чение пространства vf над открытым множеством И, то элемент 


(0) (Е WU), 
рассматриваемый как сечение пространства # над U, есть не что иное, 


как отображение х-> f (5(х)). Отсюда тотчас следует, что f является 
локальным гомеоморфизмом, совместимым с проекциями. 

Обратно, если дано непрерывное отображение f:ul—> ®, сов- 
местимое с проекциями, то для каждого открытого U отображение 
(0): A(U)— (И) преобразует сечение s(x) в сечение f (s(x)). 
Таким образом, существует взаимно однозначное соответствие 
между гомоморфизмами пучков f: A> ® и непрерывными ото- 
бражениями f: A> Я, совместимыми с проекциями. Любое 
такое непрерывное отображение является локальным гомеоморфизмом 
и, следовательно, отображает of на открытое подпространство в BR. 

Заметим, что вообще всякий гомоморфизм }: ‹{-—> | предпучков 
определяет каноническим образом гомоморфизм пучка, порожденного 
предпучком cf, в пучок, порожденный предпучком F. 

Гомоморфизм пучков f:v—> Я называется мономорфизмом 
(соответственно эпиморфизмом), если соответствующее отображение f 
взаимно однозначно (соответственно отображает uf на #), т. е. если 
то же самое можно сказать относительно отображения f (x): 
vl (x)—> ®(х) для любого хЕХ. Если } — мономорфизм, то для 
каждого открытого множества И <= Х отображение f (И): £(U)> 
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—> %#(И) взаимно однозначно, но если f — эпиморфизм, TO отобра- 
жения Г (И): £(U)> ®(И), вообще говоря, не являются отобра- 
жениями на F (U). 

Пусть, например, Х — комплексное аналитическое многообразие. 
Рассмотрим пучки „6 и 4, определенные следующим образом. Для 
каждого открытого U множество u£(U) есть множество голоморфных 
в U функций, а (0) — множество функций, голоморфных и OT- 
личных от нуля на всем И. Определим гомоморфизм €—> %®, сопо- 


ставляя всякой голоморфной на функции f(x) функцию ef. Так 
как любая голоморфная, не обращающаяся в нуль функция пред- 
‚ставима локально в виде e/™), то этот гомоморфизм пучков является 


эпиморфизмом. Но хорошо известно, что если U не односвязно, то 
соответствие /—>е/” отображает множество «И (И) не на все (И). 


1.7. Пучки ростков гомоморфизмов. 


Пусть x и Я — два пучка множеств с базой Х. Обозначим 
через Нот (4, #) множество гомоморфизмов пучка uf BF. 
`Если У — подпространство в Х, то всякий гомоморфизм f : £> # 
определяет, очевидно, гомоморфизм {| У: | У- # |У. В частности, 
для открытых в Х множеств И и Ус И получаем каноническое 
отображение 
Нот (И, @|U)—>Hom(4|V, У), 


причем выполняются обычные условия совместимости. Поэтому можно 
рассматривать предпучок . 


U->Hom(.4/U, #| UV). 


Легко проверяется, что на самом деле это пучок множеств с базой Х. 
Обозначим его через 


Жт(и, 8) 


и назовем пучком ростков гомоморфизмов пучка в %. Для 
каждого открытого в Х множества U по построению имеет место 
равенство 

от (A, ®) (И) = Нот( И, #| UV). 


Заметим, что для каждой точки х имеется каноническое отобра- 
жение 


Bom (A, #)(x)—> Нот (4 (x), F (х)), 


так как каждый росток гомоморфизма в точке х порождается гомо- 
морфизмом над некоторой окрестностью точки х. Однако указанное 
отображение не является в общем случае ни взаимно однозначным, 
ни отображением на все множество. 
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1.8. Подпучки, образ гомоморфизма. 


Определим подпучок пучка o£ с базой Х, как такой пучок # 
с базой Х, у которого ®(И) = (И) для каждого открытого мно- 
жества И, причем операторы ограничения в  индуцированы опе- 
раторами ограничения в Uf. 

Система отображений вложения ® (И) —> (И) определяет в этом 
случае гомоморфизм пучков, который, очевидно, является мономор- 
физмом. Таким образом, накрывающее пространство  канонически 
отождествляется с открытым подпространством в uf. 

Ясно, с другой стороны, что всякое открытое подпространство 
в ‹& является накрывающим пространством над X и определяет 
некоторый подпучок в VU. (Заметим, что произвольное подпростран- 
ство пространства vf также определяет некоторый подпучок в <4, 
а именно пучок ростков сечений со значениями в этом подпро- 
странстве; но если заданное подпространство не является открытым 
в vf, то оно не совпадает с накрывающим пространством, связан- 
ным с определенным им подпучком.) В конечном счете понятия 
подпучка и открытого подпространства пучка совпадают. 

Если (Bij cy конечная совокупность подпучков в vf, то можно 
определить их пересечение как пересечение соответствующих от- 
крытых подпространств в vf. Пучок 


B=): 
i€l 
можно определить и в случае, когда множество индексов Г беско- 
нечно, положив для каждого открытого множества Ив Х 


BU)= [Г #0) 
ТЕ! 
(выполнение аксиом пучков легко проверяется). Однако в этом слу- 
чае уже нельзя представить как пересечение открытых в fh 
подпространств ;; он будет только внутренностью этого пере- 
сечения. 
Пусть теперь дан гомоморфизм пучков 


f:@-AzA. 


Тогда с точки зрения накрывающих пространств f (FY) есть открытое 
подпространство, а следовательно, и подпучок пучка uf. Пучок f (PM) 
называют образом пучка ® при f. Очевидно, что f индуцирует 
эпиморфизм пучка ® на пучок /(%). Легко убедиться в том, 
что / (№) можно определить и как пучок, порожденный предпучком 


U->Im[g@(U) 22> AU). 
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1.9. Фактор-пучки. 


Пусть ‹Я — пучок множеств с базой XY. Предположим. что для 
каждого открытого множества И < Х задано отношение эквивалент- 
ности R(U) в множестве «Я (И). Говорят, что система этих отноше- 
ний R(U) есть отношение эквивалентности в ef, если она удов- 
летворяет следующему условию: для того чтобы $, ЕЕ F (И) были 
эквивалентны относительно А (И), необходимо и достаточно, чтобы 
И можно было представить в виде объединения таких открытых 
множеств U,, что для каждого { ограничения элементов $ и ¢ на 
U, были эквивалентны относительно К (И). 

При выполнении этого условия можно ввести на семействе фак- 
тор-множеств «Я (U)/R(U) структуру предпучка, определяя есте- 
ственным образом отображения «Я (U)/R(U)—> (У)/Ю (У) для ИЪУ. 
Определенный таким образом предпучок удовлетворяет аксиоме (FI) 
пучков, но, вообще говоря, не удовлетворяет (Е2). Обозначим 
через «Я /R пучок, порожденный этим предпучком [так что oF (U)/R(U) 
взаимно однозначно вкладывается в («Я /Ю)(И)]. Система канониче- 
ских отображений «Я (И) >Я (U)/R(U) позволяет естественным 
образом определить гомоморфизм пучков «Я —> oF /Ю, который является 
эпиморфизмом. 

Рассмотрим, например, гомоморфизм пучков f : > Я и возьмем 
в #(U) в качестве А (И) отношение эквивалентности, которое опре- 
деляется равенством Л (И) 5$ = f(U)t. Тогла указанные выше условия 
выполнены, и фактор-пучок ‹@/Ю каноническим образом отожле- 
ствляется с f (cA). 


1.10. Прямое произведение пучков. 


Пусть (F i); с, — семейство пучков над пространством Х. Pac- 
смотрим предпучок 


и>Пяко. 
fel 


отображения ограничения которого определены для И DV как про- 
изведения отображений ограничения oF ;(И)-> «Я ,(V). Этот предпу- 
YOK является ‘фактически пучком множеств. Действительно, пусть 
(U,) — семейство открытых множеств, объединение которых равно U, 
и пусть даны такие элементы 


$ = (50), ‚@ Па „(И 
ie/ 


970 S,==S, Ha UN U,. Тогла для каждого i существует одно и 
только одно сечение 5; сЯ ,(U), которое совпадает с $) на Uj, 
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Ясно, что $ = ($); с, — единственный элемент множества Пей ,(И/), 


который на каждом U, индуцирует $), что и требовалось доказать. 
Так определенный пучок обозначается через 
Па, 
121 
и называется прямым произведением пучков F ;. Пусть «Я — этот 
пучок. Для каждого i каноническим образом определяется гомомор- 


физм пучков 
pr;: «Я > oF ; 


и тем самым каноническое отображение 
F ©®-— Пя: 
i 


для любой точки x. Последнее отображение, очевидно, взаимно одно- 
значно, но, вообще говоря, не является отображением на все мно- 


жество: если для каждого i задан некоторый росток сечения пучка oF ; 


в точке х, то, вообще говоря, нельзя продолжить эти ростки одно- 
временно на некоторую окрестность точки x в Х, если, разумеется, / 
не конечно. 

Заметим, что понятие прямого произведения обладает свойством 
„универсальности“, т. е. если заданы гомоморфизмы 


р: > 
то существует, и притом только один, гомоморфизм 
fits. 
4 
такой, что 


f,=pr,of 


для каждого i€/. 


1.11. Индуктивные пределы пучков. 


Пусть (F сл — семейство пучков над пространством Х. Пред- 


положим, во-первых, что множество индексов A является направ- 
ленным, во-вторых, что для каждой пары Х > и из Л задан гомо- 


морфизм пучков 
ce : 9—9 ps 
такой, что выполнены следующие условия транзитивности; 
an a d < 
A=; ЛЕЛьЛ, если kDp>dy. 


Тогда можно следующим образом определить пучок 


oF =limind F,. 
a 
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Для каждого открытого U гомоморфизмы Л, (Ц) позволяют построить 
множество Ши ша ¥,(U). Так как для И >У диаграммы вида 
a 


^ (6) 


зим 


pw 


i) 


$» (У) > F,(V) 
коммутативны, TO для (И > V имеется каноническое отображение 


lim ind ей (И) -> Шт ша F, (V). 
х d 


Поэтому можно рассмотреть предпучок 
И — Пт шас ,(U). 
х 
По определению PF есть пучок, порожденный построенным прел- 


пучком. 
При помощи композиции естественных отображений 


в ,(U)-—> limind F,(U) 


lim ind ¥,(U)-—> ¥ (U) 
А 


мы можем определить гомоморфизмы пучков 
PEF OF 
со следующим условием совместимости: 
Р=Ш Л, для h>w. 


Здесь также имеет место свойство „универсальности“. Пусть даны 
такие гомоморфизмы 


D: 9—4, 
что выполнено равенство 
hh ofk ana hops 
тогда существует, и притом только один, гомоморфизм 
h: lim ind F .—>dt, 


для которого имеют место равенства 
hk}==ho f® для любого i. 
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Заметим, что множество сЯ (x) (слой над точкой) можно CupEHe AMIE 
следующим образом. Прежде всего, отображения 


P(x): Fy (x) > F (x) 


удовлетворяют естественным условиям транзитивности и, следова- 
тельно, определяют каноническое отображение 


lim dnd oF \(X) > F (x). 


Это отображение является взаимно однозначным отображением 
на сЯ (x). Действительно, в силу самой конструкции слоя в пучке, 
связанном с предпучком, имеем 


«Я (х) = Ни ша lim ‘ind Е. ша [ета (И) = 


0х 
= Нм 14 ¥ (x), 
h 


что и утверждалось. Читатель без труда проверит, что «Я как топо- 
логическое пространство есть индуктивный предел топологических 
пространств ef ,, т. е. подмножество в <Я открыто тогда и только 
тогда, когда все его полные прообразы при отображениях /* : «Я .—> F 
открыты в <Я). 

Заметим также, что для каждого подпространства У из Х имеет 
место канонический изоморфизм 


< | в (F¥ ,| У). 


Доказательство этого факта удобнее всего проводить с точки зрения 
накрывающих пространств. 


1.12. Обратный образ пучка при непрерывном отображении. 


Пусть Х и У— два топологических пространства, f — непре- 
рывное отображение пространства Х в У, Жи ® — пучки множеств 
с базами Х и У соответственно. Мы будем называть гомоморфизмом 
пучка Ив B, совместимым с f, такое непрерывное отображение f 
накрывающего пространства vf в накрывающее пространство ®, что 
следующая диаграмма коммутативна 


яя 
у у 
etsy 


Будем говорить также, что f есть /-гомоморфизм пучка AB F. 
Покажем теперь, что если даны Х, У, Ги %, то существует 


пучок f*(#) над Х и /-гомоморфизм f : f* (#)> F, такие, что всякий 
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}-гомоморфизм £-> разлагается в композицию гомоморфизма f 
и однозначно определенного гомоморфизма <4 —> f* (BM). 

Прежде всего отметим, что если f’: A> ® есть /-гомоморфизм, 
TO для любого сечения SE (И) отображение 


gs’: x—> f’ ($ (Х)) 


множества U в накрывающее пространство является непрерывным, 
причем 


5' (х)Е ® Cf (x)) для любого хЕЦ. (+) 


Обозначим теперь через /*(.)(И) множество непрерывных ото- 
бражений $’: U-—> ®, удовлетворяющих предыдущему условию. Опре- 
делив естественным образом операторы ограничения 


P(B)U)>F(B)V) 


для УС И, мы легко убедимся в том, что отображение И -> f*(#)(U) 
задает пучок множеств f*(#) над Х. Пусть s’ и $” — два сечения 


пучка /* (4) в окрестности точки x. Для того чтобы ростки $5’ (x) 


и 5" (x) € f* (4) (x) в точке x совпадали, необходимо и достаточно, 
чтобы ограничения функций 5’ и $” на некоторую окрестность U 
точки х были тождественны. Следовательно, должно выполняться 
равенство 

s’ (x) == s” (x). 


Обратно, предположим, что последнее условие выполнено. Обо- 
значим через ¢ некоторое сечение пучка # над окрестностью У 
точки f(x), равное 5’ (х) = $" (х) в точке x. Так как f непрерывно, 
то можно предполагать, что 5’ и $” определены в некоторой окре- 
стности И точки x, причем такой, что f(U) CV. С другой стороны, 
так как отображения $’ us”: И-> ® непрерывны и так как множе- 
ство 2 (У) = & открыто, если открыто У, то совокупность таких уЕ И, 
что 5' (у) С Е(У) [соответственно s” (у) Е Ё(У)]| образует окрестность U’ 
(соответственно Ц”) точки x. Принимая во внимание условие (+), 
получаем, что 5’ (у) = 5" (у) в И’ ПИ”. Следовательно, Я (x) = 5” (x). 

Из изложенного выше следует, что существует, и притом только 
одно, отображение ] : f*(H)—> ®, такое, что для любого сечения $ 
пучка /*(%) над некоторой окрестностью точки х выполняется 
равенство 


F(s(x)) = s(x). 


Кроме Toro, предыдущие рассуждения показывают, что f непрерывно. 


Так как f, очевидно, совместимо с f, To f является /-гомоморфизмом 
пучка /*(®) в $. 
Непосредственно проверяется, что для каждой точки x EX ото- 


бражение f индуцирует взаимно однозначное отображение множе- 


$ 1. ПУЧКИ МНОЖЕСТВ 143 


ства f*(@)(x) на (1 (х)). Действительно, из предыдущих рас- 
суждений ясно, что f взаимно однозначно, и, следовательно, остается 
показать, что, каковы бы ни были XC X u DE # (f (x)), существует 
такое сечение s пучка f*(#) над окрестностью U точки x, что 
5(х) =. Построим для этого сечение ¢ пучка над окрестностью У 
точки f(x), равное 6 в точке f(x). Положим И=Х` (И) и опре- 
делим $ равенством $ = tof, 

Эта конструкция, кроме того, показывает, что для любого от- 
крытого множества У из У существует каноническое отображение 
множества & (ИУ) в f*(@)(f7'V)). совместимое с операторами огра- 
ничения. Это отображение взаимно однозначно, но отображением на 
все множество является, вообще говоря, только „локально“ (в этом 
легко убедиться на примере, взяв X несвязным, а У состоящим из 
одной точки). 

Рассмотрим, наконец, произвольный /-гомоморфизм /’: £—-> F&. 
Сопоставим каждому сечению $ Е (И) отображение 5’: х-—> f’ ($(х)) 
открытого множества И в %®. Мы получим тем самым сечение 
s’€f*(#)(U). Это непосредственно определяет гомоморфизм vt —> 
—> /* (№), который в композиции с f: /* (®)-> ® дает Г". 

Пучок f*(#) называется обратным образом пучка ® отно- 
сительно f. 

В качестве примера отметим следующий результат. Пусть X — про- 
странство, У — подпространство в Х и vé — пучок с базой Х. Тогда 
индуцированный пучок ‹|У канонически изоморфен обратному 
образу пучка «& при каноническом вложении У —>X, 


1.13. Прямой образ пучка. 


Пусть f : Х > У— непрерывное отображение и ‹#— пучок с базой Х. 
Определим следующим образом пучок @ =f (4) с базой У. Для 
всякого открытого У = У положим 

BV)= AF"), 
a nin V’' CV” определим отображение ограничения  (У”) > #(V’) 
как отображение ограничения AS TV) ACF). Совершенно 
очевидно, что все аксиомы пучков выполнены. 

Будем говорить, что f (4) есть прямой образ пучка A отно- 
сительно f. Отображение «4 —> f (v€) является, очевидно, ковариант- 
ным функтором, определенным на категории пучков с базой X, 
со значениями в категории пучков с базой У. 

Мы предлагаем читателю в качестве упражнения изучить соотно- 
шения между операцией взятия прямого образа и операцией взятия 
обратного образа. 
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2.1. Пучки колец. 


В $ 1 гл. I было дано общее определение предпучка со значе- 
ниями в произвольной категории. Если категория такова, что ее 
объекты являются множествами, а гомоморфизмы одних объектов 
в другие совпадают с отображениями, то можно, очевидно, гово- 
рить о пучках со значениями в этой категории. 

Например, пучок групп над пространством Х (соответственно 
пучок абелевых групп, колец, коммутативных колец с единицей 
ит. д.) есть предпучок с базой Х и значениями в категории групи 
(соответственно абелевых групп и т. д.), который как предпучок 
множеств удовлетворяет аксиомам пучков. 

Пусть « — пучок колец над Х. Тогда для всякого открытого И 
множества «„&(И) являются кольцами и для UV отображения огра- 
ничения (И) > A(V) являются гомоморфизмами колец. Отсюда 
следует, что слой над точкой 


(x) = lim ша (И) 
‚9х, в 


будет в пределе каноническим образом снабжен структурой кольца, 
Таким образом, переходя на точку зрения накрывающих пространств, 
мы имеем в U€ два закона композиции: (4, 9) >u+v u (и, 9) > и9, 
которые определены для элементов, удовлетворяющих условию 
р (4) = p(%), индуцируют на каждом слое @(х) структуру кольца и, 
кроме того, непрерывны. Если $ и ¢— два сечения пучка над 
открытым множеством U, то ясно, что $ Ёи 51 — это сечения 


xX—>S(x)+t(x) и х>$(%)Е(Х). 


Пример 2.1.1. Пусть А — фиксированное кольцо. Простой пу- 
чок с базой Х и слоем A является, очевидно, пучком колец. Этот 
пучок мы обычно будем отождествлять с самим кольцом A. 

Пример 2.1.2. Если Х — топологическое пространство (соот- 
ветственно дифференцируемое или комплексное аналитическое много- 
образие), то пучок ростков непрерывных (соответственно дифферен- 
цируемых или голоморфных) функций на Х очевидным образом 
является пучком колец. 


$ 2. ПУЧКИ МОДУЛЕЙ 145 


Пример 2.1.3. Пусть А — коммутативное кольцо с единицей. 
Идеал p+ А называется простым, если кольцо A/p есть область 
целостности. Напомним, что если я — идеал, отличный от A, TO 
пересечение простых идеалов, содержащих a, состоит из Tex x€ A, 
для которых x” Ea при некотором целом п. 

Пусть X = @(A)— множество всех простых идеалов кольца А 
(„простой спектр“ кольца A). Введем на X топологию („топологию 
Зариского“), принимая за замкнутые множества те подмножества 
из Х, которые имеют вид F(a), где Р (и) — совокупность всех про- 
стых идеалов, содержащих заданный идеал а. Выполнимость аксиом 
топологических пространств тривиально следует из формул 


NF od =F (Sa), FOUF () =F nd). 


Для простоты предположим, что А — область целостности. 
В этом случае пересечение любых двух непустых открытых MHO- 
жеств не пусто. Действительно, если F(aj)UF (5) =Х, то afd 
содержится во всяком простом идеале из А и, следовательно, равен 
нулю, а тогда по крайней мере один из идеалов a, В равен нулю. 

Определим теперь пучок колец над Х следующим образом. 
Пусть К — поле отношений кольца A и р— простой идеал в А. 
Обозначим через А, множество элементов поля К, представимых 


в виде х/у, где x, уСАи y€p. Кольцо Ay обладает единственным 
максимальным идеалом р. Ay. Для всякого непустого открытого в Х 


множества U положим 
t(U)=f] А 


peu 

и определим для UV отображение ограничения u£(U)—> (У) как 
тождественное отображение, что имеет смысл, поскольку, очевидно, 
A(U)CA(V). Положим ($) =0. Для того чтобы проверить акси- 
омы пучков, рассмотрим семейство (U;),-, непустых открытых мно- 
жеств, объединение которых равно И, и такие $, Е &(И;), что для 
любых Ги f ограничения элементов $; и $; на И; ПИ, совпадают. 
Так как ИПИ,; не пусто, то элемент $, из К не зависит от 7. 
Таким образом, существует, и притом единственный, элемент 


s€#tU)=f} £4), 
261 
который „индуцирует“ $; на каждом U;. Тем самым доказано, что 
кольца v€(U) образуют над Х пучок колец. 

Указанный выше пучок можно реализовать, кроме того, как пу- 
чок ростков функций на Х. Пусть f — элемент из К. Будем гово- 
рить, что f определен в точке рЕХ, если ГЕАь. Легко прове- 
ряется, что множество D(f) точек, в которых f определен, открыто 
в Х (для доказательства достаточно рассмотреть в А идеал, состоя- 


10 Р. loaeman 
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щий из тех 4, для которых gf € A). Если f определен в р, то зна- 
чением элемента f в точке р назовем образ элемента f в поле 
К (2) = Ay/p - Ap, 

которое отождествляется с полем отношений области целостности A/p, 
Таким образом. мы поставили в соответствие каждому ЛЕК функ- 
цию, определенную на открытом множестве D(f) и принимающую 
значения в полях К (p) (зависящих от точки р). Ясно, что (И) 
представляет собой не что иное, как кольцо элементов ЛЕК, кото- 
рые определены в каждой точке U. 

Заметим, что совокупность тех элементов ДЕК, которые опре- 
делены на всем Х, совпадает с А. Другими словами, А является 
пересечением всех локальных колец Ay (можно даже ограничиться 
только максимальными илеалами }), в чем легко убедиться непо- 
средственно. Более того, так как пересечение всех простых идеалов 
кольца А равно нулю, то мы видим, что соответствие между эле- 
ментами ЛЕК и функциями р —> / ($) на Х взаймно однозначно. 

Наконец, заметим, что легко найти кольцо ($), вычислив индук- 
тивный предел колеи (И), когда И пробегает направленное мно- 
жество открытых окрестностей точки Pp. Этот предел, очевидно, ра- 
вен подкольну поля К, полученному объединением всех v£(U), rae 
Uy. Но указанное объединение совпадает с локальным кольцом Ay, 
Прежде всего, ‹ё (р), очевидно, содержится в Ay, С другой стороны, 
всякий f € Ay принадлежит некоторому «4 (И) — для этого достаточно 
положить U=D(f). На этом основании мы будем называть vf пуч- 
ком локальных колец над X, 

Пример 2.1.4. (Алгебраические многообразия.) Конструкция, 
рассмотренная выше, с несущественными изменениями приводит 
к определению пучка локальных колец над произвольным алгебраи- 
ческим многообразием. Напомним сначала, следуя Шевалле '), опре- 
деление алгебраического многообразия. 

Прежде всего нам понадобятся следующие определения. Комму- 
тативное кольцо с единицей А называют локальным кольцом, если А 
обладает единственным максимальным идеалом, который мы будем 
обозначать через 1 (А). Пусть Аи BD А—локальные кольца. Говорят, 
что В доминирует над А, если (А) = АПт(В). Наконец, два ло- 
кальных кольна, содержащиеся в одном и том же поле К, назы- 
ваются родственными, если в К существует такое локальное кольцо, 
которое доминирует и над А, и над В. Это означает, что в под- 
кольце С поля К, порожденном Аи В, идеал, порожденный г(А) 
и г(В), отличен от С. 

Рассмотрим теперь поле А, которое будем считать для простоты 
алгебраически замкнутым, и пусть К — расширение конечного типа 

') Chevalley C., Sur la notion de variété algébrique, Nagoya Math. /., 


6 (1955), 1. 
Cartan H.—Chevaltey C, Séminaire E. №. $., 1955—1956. 
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поля №, т. е. К=А (м, ..., *X,). Подкольцо А из К, содержащее #, 
будем называть аффинной алгеброй, если существуют такие yy, .. 

., У.Е А, что А как подкольшо порождается полем & и элемен- 
тами у, и если, кроме того, К есть поле отношений кольца А. 

Назовем местом расширения К/] любое локальное кольцо 
вида Am, где А — аффинная алгебра, а ш — максимальный идеал 
кольца А. Напомним („теорема о нулях“), что ш обязательно яв- 
ляется ядром некоторого гомоморфизма кольца А на А. 

Алгебраическим многообразием над Е, имеющим К в качестве 
поля функций, называют множество X, снабженное структурой, 
которая определяется заданием для каждого x€X некоторого 
места О (х) поля К при выполнении следующих аксиом: 

(УА!) Места O(x) и O(y) родственны только в том случае, 
когда х=у. ? 

(VA2) В К существует такой конечный набор аффинных 
алгебр А, что множество мест О (х)(хЕХ) совпадает с мно- 
жеством мест поля К, определенных максимальными идеалами 
колец А,. 

Для произвольного x€ X обозначим через и(х) единственный 
максимальный идеал в О (х). Тогда можно канонически отождествить R 
с полем О (х)/ш(х). Говорят, что ЛЕК определен в точке x, если 
fEO(x). В этом случае существует такой /(х)ЕЁ, что 


f=f (x) mod m(x). 


Элемент f (x) называют значением элемента f в точке x. Наконец, 
обозначим через D(f) множество всех тех хЕХ, в которых опре- 
делен элемент Г. Таким образом, всякий ЛЕК индуцирует отобра- 
жение О(})->А, которое, как легко видеть, взаимно однозначно 
‚ определено элементом f. Точнее, если f, РЕК и f(x)=g(x) для 
любого ХЕО(РПО(2), то f=g. Функции, определенные нашим 
способом на некоторых подмножествах многообразия Х, называются 
рациональными функциями на Х. | 

Кроме того, Х можно снабдить топологией, выбрав в качестве 
открытых в Х множеств те, которые представляют собой объедине- 


ние множеств вида 
рп... про). 


Легко убедиться в том, что всякая убывающая последовательность 
замкнутых множеств стационарна и, кроме того, что два не- 
пустых открытых множества всегда пересекаются по непустому 
множеству '). 


1) Это свойство алгебраических многообразий называется неприводи- 
мостью. Вообще, топологическое пространство называется неприводимым, 
если любые два его непустых открытых множества имеют непустое пересе- 
чение или, что эквивалентно, если его нельзя представить в виде объеди- 
нения двух собственных замкнутых подмножеств. — Прим. ред. 
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Над пространством X можно определить пучок колец G следую- 
щим образом. Для каждого открытого в Х множества U примем за 
G(U) множество тех ГЕК, для которых D(f)DU, т. е. положим 


6 (U) = f) 0(%, 


хЕи 


а за гомоморфизм ограничения G(U)—>G(V) (для UDV) примем 
вложение кольца G(U) в 6(У)56(0). Не представляет никаких за- 
труднений проверить, что аксиомы пучков выполнены и что слой 
над точкой x пучка б совпадает с локальным кольцом О (х). 

Очевидно, что если определенный на открытом множестве И 
элемент ГЕК принимает в каждой точке множества U значение, 
равное 0, то / =0. Отсюда следует, что 6 (И) можно отождествить 
с множеством отображений И —, которые инлуцированы рацио- 
нальными функциями на Х, определенными по крайней мере на И. 
Таким образом, можно рассматривать б как некоторый подпучок 
пучка ростков отображений пространства Х в А. 


2.2. Модули над пучком колец. 


Пусть «Я — пучок колец над топологическим пространством Х. 
Левым A-modyaem будем называть всякий пучок множеств HY над Х 
со слелуюшей структурой: для каждого открытого множества U на 
множестве _f (И) задана структура левого модуля над кольцом (И), 
причем для Ус отображение ограничения .f (U)—> FY (V) яв- 
ляется гомоморфизмом модулей, совместимым с гомоморфизмом колец 
(И) (У). 

Очевидно, тот же результат получится, если рассмотреть на Х 
произведения пучков FX Ff и AK SF (п. 1.10) и задать такие 
гомоморфизмы РЖ YH и AX Y—> Lf пучков множеств, 
что при любом ХЕ получающиеся из них отображения Ff (x) Ж 
xX F(x) > F(x) и A(X) XK f(x) > F(x) определяют на „<? (x) 
структуру левого молуля над кольцом vf (x). 

Если «„— простой пучок с базой Х, слоем которого является 
кольцо A, то левые «„@-модули над Х— это не что иное, как пучки 
над Х со значениями в категории левых А-модулей. р 

Пусть „9 и о — два левых «Ж-молуля. `Гомоморфизмом 
f:L — о будем называть такой гомоморфизм пучков множеств, что 
для каждого открытого множества U отображение f(U): (И) - 
—>o(U) является гомоморфизмом левых «{(И)-модулей. Мы полу- 
чим, впрочем, то же самое, требуя, чтобы для каждой точки ХЕХ 
отображение Ff (4): SF (x) > A(x) являлось гомоморфизмом левых 
«(х)-модулей. Определяя естественным образом сумму двух гомо- 
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морфизмов пучка „5? в of, получаем на множестве 
Hom „ (.97, ой) 


гомоморфизмов пучка _F в ef структуру абелевой группы. Тем са- 
мым совокупность всех левых «„И-модулей можно рассматривать как 
аддитивную категорию. Мы увидим, что она является в действи- 
тельности абелевой категорией. 

С другой стороны, для двух левых «@-модулей fF и о можно 
определить пучок 


Hom (Ff, MH) 


ростков гомоморфизмов пучка _97 в of, рассмотрев (см. п. 1.7) ото- 


бражения 
И Нот, и, cA| Ц). 


Мы получим при этом пучок абелевых групп, сечения которого над, 
всем AX совпадают с гомоморфизмами пучка _97 в о. Если пучок 
колец A коммутативен, то легко видеть, что в пучок dom , (fF, MH) 


вводится естественным образом структура А-молуля. Это можно сде- 
лать и в более общем случае, когда _9 и cM — левые «ё-модули, 
а FY снабжен, кроме того, структурой правого -модуля, „перз- 
становочной“ с его структурой левого „#-модуля. 

Например, если ‹ — пучок колец с единицей, то для всякого 
левого „Ф-модуля „97 имеет место канонический изоморфизм левых 
«„Ж-модулей 


Фот. (В, 9) = «9. 


Лля установления этого изоморфизма заметим, что гомоморфизмы 
vt|U—-> £ | U взаимно однозначно соответствуют элементам модуля 
-f (U)— достаточно сопоставить такому гомоморфизму f сечение 
пучка „9, которое является образом единичного сечения пучка vf 
над О при гомоморфизме f. 

Пример 2.2.1. Пусть Х — дифференцируемое многообразие и 
Е— многообразие, являющееся расслоенным пространством с базой X, 
слой которого есть вещественное векторное пространство конечной 
размерности. Тогда пучок ростков дифференцируемых сечений рас- 
слоения Е можно рассматривать как модуль над пучком ростков 
дифференцируемых функций на Х. 


2.3. Подмодули и фактор-модули. 


Пусть ‹4 — пучок колец с базой Х и Y— левый A-monyap. 
Подмодулем в <? назовем всякий полпучок _57” в _¥, в котором 
для каждого х множество „9 (xX)C LF (x) является «И (х)-подмоду- 
лем в f(x). Очевидно, что для каждого открытого множества И 
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множество .¥’(U) является «&(И)-подмодулем в „9? (И). Следова- 
тельно, „9 можно естественным образом снабдить структурой ле- 
вого ‹Ф-модуля, которая вполне характеризуется тем, что канониче- 
ский гомоморфизм „9 —> „©? совместим с алгебраическими структу- 
рами в LF’ и FY. 

Определим теперь фактор-модуль Ff" = „| 9”. Для этого 
введем отношение эквивалентности А (И) в FY (U) для любого от- 
крытого в Х множества U, положив $ == mod А (И) тогда и только 
тогда, когда 5==#то4 „97 (U). Легко проверяется, что условия п. 1.9 
выполнены и что, следовательно, можно определить пучок множеств 
-f/R. Напомним, что по определению этот пучок порождается пред- 


пучком 
U-—> (ИК (И) = „(0-9 (0). 


Так как индуктивный предел точных последовательностей есть точ- 
ная последовательность, то, очевидно, имеют место следующие 
канонические изоморфизмы 


Lf" (x) = „9 (х)/-” (х), 


так что для любого x на _97”(х) определена структура левого 
vt (х)-модуля. Это позволяет считать 5?” левым «@-модулем, и мы, 
таким образом, получаем искомый „@-модуль „9?/.9?'. Очевидно, что 
структура левого «&-модуля на „9? вполне определяется требова- 
нием, чтобы канонический гомоморфизм пучков множеств „б— 9” 
был гомоморфизмом «&-модулей. 

Если рассматривать на пучке „5? =  каноническую структуру 
левого «„-модуля, то &-полмодули модуля Ff называются пучками 
левых идеалов над Х. 

Пример 2.3.1. Пусть Х — топологическое пространство, 
А — кольцо и ‹#— простой пучок с базой Х и слоем А. Пусть 
„9 — пучок идеалов в vf. Так как v(x) можно канонически отожде- 
ствить с A, то на идеалы fF (xX) можно смотреть как на идеалы 
в кольце А. Ho так как сечения пучка of, а следовательно, и Sf 
представляют собой локально постоянные функции со значениями в А, 
то семейство идеалов .f (x) кольца А обладает следующим свой- 
ством: для каждого AEC А множество всех тех элементов ХЕХ, 
для которых aC F(x), является открытым в Х. Это свойство 
вполне определяет пучки идеалов. 

Если А нётерово слева !), то из указанного свойства легко 
получаем следующий результат: для каждого левого идеала ив А 
совокупность тех х, для которых AC F(x), является открытым 


') Кольцо называется иётеровым слева, если всякий его левый идеал 
имеет конечный базис. — Прим. ред. 
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множеством в Х. Это можно выразить также следующим образом: 
для любого х мы имеем 


«а f(y) 


для всех у, лостаточно близких к Хх. 

В частности, возьмем в качестве А кольцо Z целых рациональ- 
ных чисел. Идеалы кольца взаимно однозначно соответствуют це- 
лым положительным числам. Значит, в этом случае пучки идеалов 
соответствуют функциям х->п(х), принимающим целые неотрица- 
тельные значения и удовлетворяющим слелующему условию: для 
всех у, достаточно близких к х, целое число п(х) делится на 
п (у). Заметим, что для каждого целого п >> 0 множество тех х, для 
которых п(х) делит nN, открыто. Следовательно. если Х квазиком- 
пактно (т. е. удовлетворяет аксиоме Бореля — Лебега), то функция 
п(х) принимает лишь конечное число различных значений. 

Пример 2.3.2. Пусть Х — алгебраическое многообразие над 
алгебраически замкнутым полем А, К — поле рациональных функций 
на Хи 6 — пучок локальных колец над Х (см. пример 2.1.4). По- 
стараемся описать все пучки идеалов в 6. Пусть & — некоторый 
пучок идеалов в 6; тогда 9 (x) является идеалом кольца G6 (x) 
для любого ХЕХ. Поэтому задача сводится к тому, чтобы найти 
условия, при которых задание для каждого x идеала Ff (х) локаль- 
ного кольца G(x) определяет пучок идеалов над Х. Так как эта 
задача имеет, очевидно, локальный характер, то можно предположить, 
что многообразие X аффинно, т. е. в К существует такая аффинная 
алгебра A=6(X), что совокупность колец G(x) есть совокупность 
локальных колец Аш, гле M пробегает множество максимальных иде- 
алов кольца А. Обозначим через I(x) идеал, соответствующий точке х 
(т. е. множество рациональных функций, определенных на всем Х 
и обращающихся в нуль в точке х). В силу элементарных свойств 
колец отношений идеал JF (x) в G(x) порождается некоторым идеалом 
из А, а именно идеалом а(х) = АП 9 (x). Вместе с тем кольцо A 
нётерово, потому что оно имеет конечное число образующих над А. 
Фиксируем некоторую точку ХЕХ и функции f;(1 <1Ж< п), поро- 
ждающие идеал a(x). Рассматривая функции f; как сечения пучка 6 
над Х, мы видим, что порожденные ими ростки сечений в точке х 
принадлежат к $ (х). Значит, если у достаточно близка к точке х, 
то ростки сечений пучка б, определенные функциями Л; в точке у, 
также принадлежат к J (у). Это, очевилно, означает. что f,Ea(y) 
для у, достаточно близких к x. Другими словами, мы имеем 
a(x) Ca(y), когда у достаточно близка к точке x. 

Пример 2.3.3. (Дивизоры на комплексном аналитическом много- 
образии.) Пусть Х — комплексное аналитическое многообразие и 
б — пучок ростков голоморфных функций на Х. Tak как для 
любого x€X кольцо G(x) не имеет делителей нуля, то можно 
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рассмотреть его поле отношений cf (x). На сумме cf множеств of (x) 
определим структуру пучка с базой X, потребовав, чтобы отображение 
x —> f (x)/g (х) было сечением пучка eM над открытым в Х множе- 
ством U, если Г и г сечения пучка 6 над И, причем &(х)-=0 
для любого x€U. [Заметим, что через g(x) мы обозначаем здесь 
росток функции g в точке х, а не значение голоморфной функции 2 
‚ в точке x.) Говорят, что cf есть пучок ростков мероморфных 
функций на Х. Сечение пучка of над открытым множеством U 
является по определению мероморфной функцией на И. 

Очевидно, что off — пучок коммутативных колец и б — полпучок 
пучка of. Для всякого открытого множества И обозначим через 
о* (И) (соответственно 6*(U)) мультипликативную группу обрати- 
мых элементов кольца о (М) (соответственно 6(U)). Отображения 


И— о * (И) и. U->6*(U) 


порождают пучки абелевых групп над Х, причем б* является под- 
пучком абелевых групп пучка of*. Фактор-пучок 


D — MA*/G* 


есть по определению пучок ростков дивизоров многообразия Х 
а его сечения над Х называются дивизорами многообразия Х. Сле- 
довательно, дивизор на Х может быть получен (бесконечным мно- 
жеством способов) следующим образом: выберем некоторое откры- 
Troe покрытие (U;) многообразия Х, для каждого И; выберем меро- 
морфную обратимую функцию f; и потребуем, чтобы на И; ПИ, 
отношение ЛИЛ; было голоморфной и обратимой функцией, т. Е. 
не обращалось ‘бы в нуль ни в одной точке из И; 1) U;. 

В частности, всякая мероморфная на Х функция определяет не- 
который дивизор на Х. Получающиеся таким способом дивизоры 
называются главными дивизорами на Х. Вообще говоря, Ha X мо- 
гут существовать и не главные дивизоры. Так, например, если X 
компактно и имеет комплексную размерность 1, то в силу класси- 
ческой теоремы Абеля фактор-группа группы дивизоров Ha X по под- 
группе главных дивизоров на Х изоморфна прямому произведению ад- 
дитивной группы целых чисел и комплексного тора размерности &, 
где & — род кривой Х. 

Пример 2.3.4. (Дивизоры на’ алгебраическом многообразии.) | 
Пусть Х — алгебраическое многообразие над алгебраически замкну- 
тым полем Ё и б— пучок локальных колец над Х. Поступая точно 
так же, как в предыдущем примере, можно определить пучки of, 
о{*, 6 и Q. Сечения пучка @® нал открытым множеством U будем 
называть дивизорами на И. 

Положение в этом случае является более простым, чем в случае 
комплексного аналитического ‘многообразия. Действительно, пусть 
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К — поле рациональных функций на Х. Тогда пучок of есть простой 
пучок с базой Х и слоем К, так как для любого х поле отношений 
кольца G(x) канонически изоморфно полю К, так же как и поле 
отношений кольца G(U) для всякого достаточно малого открытого 
в Х множества U (разумеется, мы предполагаем, что Х неприводимо). 
Следовательно, для всякого открытого U выполняется равенство 
AM* (Ц) = К*, где K* — мультипликативная группа элементов из К, 
отличных от нуля, и G*(U) является подгруппой в К*, образованной 
рациональными функциями, которые определены и не равны нулю 
на всем U, 


2.4. Каноническое разложение гомоморфизма. 


В этом пункте мы покажем, что адлитивная категория левых 
модулей над пучком колец o£ с базой Х удовлетворяет аксиоме (KA2) 
абелевых категорий. 

Рассмотрим для этого гомоморфизм f : „9? > cH левых „А-модулей. 
Мы построим сейчас, и притом каноническим образом, ядро, коядро, 
образ и кообраз гомоморфизма Г. 

(а) Ядро гомоморфизма f. Обозначим через _9”” (x) для любого 
хЕХ ядро отображения „5? (х)—> о И (х), определенного гомоморфиз- 
‘mom Г. Легко проверяется, что объединение: _57” всех множеств FY” (x) 
является «б-подмодулем в „5. Пусть {— каноническое вложение 
пучка Ff’ в .¥Y; тогда пара (.9', i) есть ядро гомоморфизма f. 
В самом деле, рассмотрим такой гомоморфизм g:P—>_¥Y, что 
fog=0. Тогда g отображает P(x) в „9 (х) при любом x и, 
следовательно, = представимо одним и только одним способом в виде 
композиции некоторого гомоморфизма ‹® >_<?’ с гомоморфизмом i. 
Тем самым наше утверждение доказано. 

(5) Образ гомоморфизма f. Пусть cM’ — полпучок множеств 
в off, являющийся образом пучка „5? при гомоморфизме f (см. п. 1.8). 
Очевидно, что о” является «&-подмолулем в of и что f представим 
в виде компосиции канонических гомоморфизмов р: 9? о’ и 
1: 9 -—> ch. Пара (р, %&’) есть образ гомоморфизма Г. Действи- 
тельно, так как 


od! (x) = f(x) (HF (x)), 


то of’ можно при помощи р отождествить с фактор-модулем P/F’. 
Отсюда, очевилно, слелует, что для того чтобы гомоморфизм 2’: P>P 
удовлетворял соотношению goi=Q (где { — канонический гомомор- 
физм „9? > .97), необходимо и достаточно, чтобы & можно было 
представить в виде композиции канонического гомоморфизма р с не- 
которым гомоморфизмом off! > 7. 

(с) Коядро ‘гомоморфизма Х. Рассмотрим фактор-модуль off” = 
= A/c’ и канонический гомоморфизм 4 : cM —> of”. Для того чтобы 
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гомоморфизм Й: о# > ‹^ удовлетворял соотношению ho f =0, не- 
обходимо и достаточно, чтобы A отображал в нуль все модули of’ (x), 
т. е. чтобы выполнялось соотношение go /=0, где / — канонический 
гомоморфизм off’ —> о. Следовательно, можно утверждать, что (4, о”) 
есть коядро гомоморфизма f. 

(4) Кообраз гомоморфизма f. Как легко видеть, кообразом гомо- 
морфизма f является пара (of’, 7). 

Таким образом, всякий гомоморфизм в категории ‹@-модулей 
обладает ядром и коялром, и, более того, образ и кообраз гомо- 
морфизма канонически изоморфны. Это означает, что аксиома (КА?) 
выполнена. 

В дальнейшем мы будем всегда отождествлять ядро гомоморфизма 
Д:.->о И с полмодулем 7 модуля _97, а образ и кообраз гомо- 
морфизма / —с подмодулем о” модуля of. Тогда коядро гомомор- 
физма f отождествится с фактор-модулем о#/о#/'. Значит, для каждой 
точки ХЕХ будем иметь следующие канонические изоморфизмы: 


Ker (f) (x) = Ker (f (x)), 
Im (f) (x) = Im (f (x)), 
Coker (f) (х) = Coker (f («)), 
Coim (f) (x) = Coim (f (x)). 


2.5. Точные последовательности vt-mMonyseli. 


Результаты предыдущего пункта позволяют дать определение 
точной последовательности в категории левых «@-модулей. После- 
довательность 


GM -Е> М 


называется точной, если go f =O и если гомоморфизм Im (1) —>Кег (5), 
вытекающий из этого условия, является изоморфизмом. Так как мы 
условились отождествлять Im(f) и Ker(g) с #-подмодулями в off, 
то точность рассматриваемой последовательности, очевидно, означает 
совпадение этих подмодулей. Другими словами, для каждой точки х CX 
соответствующая последовательность ‹ (х)-модулей 


2 (x) LO s И (x) £2, № (x) 


должна быть точной. Это следует из того, что пучок Im(f) есть 
объединение модулей 

Im (F(x) > AM (x)) 
и что подпучок Ker (2) есть объединение модулей Ker (ef (x) > AN (x)). 
Очевилным образом определяются теперь точные последовательности 
с несколькими членами. Сказанное выше. позволяет нам сформули- 
ровать следующий результат. 
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Теорема 2.5.1. Для того чтобы последовательность левых 
„Я-модулей и гомоморфизмов была точна, необходимо и доста- 
точно, чтобы для любого ХЕХ функтор 7 — F(x) переводил 
ее в точную последовательность левых (х)-модулей. 

Следовательно, функтор „-> f(x) на категории «-модулей 
со значениями в категории %@(х)-модулей является точным функ- 
тором. 

Напротив, если М — произвольное подмножество в Х, то функ- 
тор L—> Lf (M) является только точным слева, поскольку сечения 
фактор-пучка .f/R, вообше говоря, нельзя „поднять“ до сечений 
пучка _57 над всем М, как мы это уже видели в п. 1.9. 

Укажем другой, особенно важный, пример точного слева функтора. 
Пусть ‹Я — пучок абелевых групп над пространством X. Положим 


VF ) == (ЛХ). 

Таким образом, I'(¥) является абелевой группой сечений над 
всем Х. Если $ — такое сечение, то носителем сечения $ назовем 
множество |5| всех Tex х@Х, для которых $(х) -=0. Так как до- 
полнение к |5$| есть совокупность точек, где сечения $ и 0 равны, 
то множество |$| замкнуто в Х. Зададим теперь в Х множество Ф 
замкнутых подмножеств, удовлетворяющее следующим двум условиям: 

(а) объединение двух множеств из Ф принадлежит Ф, 

(5) всякое замкнутое подмножество, содержащееся в некото- 
ром множестве, принадлежащем Ф, есть множество из Ф. 

Мы булем говорить в этом случае, что Ф есть семейство носи- 
телей в Х. Для всякого пучка ef абелевых групи с базой X мно- 
жество Гу («Я ) тех $ ЕГ («Я ), для которых |5 | Е Ф, является подгруппой 
группы Г (Я). Отображение 


F > Гь(& ) 


является, очевидно, Шочным слева функтором, определенным Ha 
категории пучков абелевых групп с базой X. 

Пример 2.5.1. Пусть Х — п-мерное дифференцируемое много- 
образие. Для каждого целого р>0 рассмотрим пучок 2? ростков 
дифференциальных форм степени р нал АХ, который определим, 
сопоставив всякому открытому множеству И множество дифферен- 
циальных форм степени р на И. Операторы внешнего дифферен- 
цирования Q? (U) 92" (0), очевидно, определяют гомоморфизмы 
4:97 —927`1 пучков вещественных векторных пространств. Кроме 
этого, замечая, что среди дифференциальных форм степени O на U 
(т. е. дифференцируемых функций на U) содержатся локально 
постоянные функции, получим вложение /:В — Я° простого пучка 
со слоем В в 980. Оказывается, что в этих обозначениях последова- 
тельность 

0>R-2 29-4, 01_> ig SOPs 0 
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является точной. Так как утверждение носит чисто локальный ха- 
рактер, то для его доказательства можно предполагать, что X есть 
пространство В”. Но тогда оно вытекает из классической теоремы 
Пуанкаре, согласно которой дифференциальная форма ® на №", 
удовлетворяющая условию 4% = 0, представима в виде dw, если ее 
степень 21, и является постоянной, если ее степень равна 0. 

Очевидно, что для произвольного многообразия Х аналогичный 
результат в целом, вообще говоря, не имеет места; другими словами, 
последовательность абелевых групп 

0—В > 90° (Х) >... 9" (Х)>0 


в общем случае не является точной (см. по этому вопросу п. 4.7). 

Пример 2.5.2. Пусть ХЬ— топологическое пространство, А—не- 
которая абелева группа, и пусть задано некоторое целое n> 0. 
Сопоставим каждому открытому в Х множеству И абелеву группу ото- 
бражений Ut!» A и для UDV определим очевидным образом 
операторы ограничения. Получаем, таким образом, предпучок над Х 
{легко проверяется, что он удовлетворяет аксиоме (F2), хотя (F1), 
вообще говоря, не выполняется). Порожденный им пучок абелевых 
групп есть пучок ростков коцепей Александера—Спаньера сте- 
пени п на Х со значениями в А. Обозначим его через «Я "(X; А). 

Если каждому отображению /: U"*+'—» А сопоставим отображе- 
ние df: U"+? > А, определенное равенством ` 

n+l 


WF к aed = ЗСО’ ene ee er A 


то этим, очевидно, определяется гомоморфизм пучков 
а: F"(X; А) > Я"*! (Х; A). 


С другой стороны, отождествив А с простым пучком над X со слоем A, 
получим вложение 
1: A> F(X; А). 
Построенная таким образом последовательность пучков абелевых 
групп 
Я а As FI Asc 


точна. Действительно, пусть некоторый росток коцепи степени В 
в точке х аннулируется гомоморфизмом 4. В некоторой окрестности U 
точки х его можно представить отображением f : И”*! —> А, которое 
аннулируется оператором d. Если п =—=0, то это, очевидно, означает, 
что f постоянно. Если n> 1, то определим отображение g: И" —> А 
равенством 

Z (Xe ey Kp) = SL (HK, XQ oes Хаку. 


„Легко проверяется, что f'==dg, откуда вытекает наше утверждение. 
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Заметим, что в приведенных примерах для того, чтобы установить 
точность последовательности 


PMN, 


применялся следующий принцип. Сначала проверяется, что go f= 0, . 
а затем — что для любого сечения $ С о (И), которое аннулируется 
гомоморфизмом 5, существует на любом достаточно малом откры- 
том множестве Ус такое сечение ЁЕ .¥(V), что ограничение $ 
на У является образом сечения Ё при гомоморфизме f. Это означает, 
что пучок Ker(g), определяемый отображениями 


U — Ker [о (И) > 3 (И), 
порождается предпучком 
И— шт [9 (0) > о И (И). 


2.6. Прямые произведения Х-модулей. 


Пусть (Li); ¢, некоторое семейство левых «А-модулей. Тогда 
пучок 


я=Ц =, 


определенный в и. 1.10, является канонически левым «-модулем, 
а гомоморфизмы 
PFs FL; 


—гомоморфизмами левых «&{-модулей, которые к TOMY же являются эпи- 
морфизмами. Свойство универсальности, сформулированное в п. 1.10, 
переписывается здесь следующим образом. Если заданы гомомор- 
физмы «&-модулей 

Л : ой => Lis 


то существует, и притом единственный, гомоморфизм f : ой — |->. 
ГЕ 


удовлетворяющий условию [, == pr; f для каждого i. Иначе говоря. 
справедлива формула 


Нот, (04. П=)= | Нот, (И, 2). 


te 


Отсюда, очевидно, следует, что категория левых vf-MOayjeh удовле- 
творяет аксиоме (КАЗ) абелевых категорий (и даже намного более 
сильной аксиоме!),` Таким образом, как мы уже говорили, эта KaTe« 
гория является абелевой, 
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2.7. Прямые суммы „Л-модулей. 
При тех же условиях, что и в предыдущем пункте, определим пучок 


L=O Ff; 


itl 
как пучок, порожденный предпучком 


и>У (UV). 
161 


Пучок „9, очевидно, является левым ‹{-подмодулем прямого произ- 
ведения пучков „5”,. Для того чтобы сечение ($;) прямого произведе- 
ния, определенное на открытом множестве U, было сечением прямой 
суммы, необходимо и достаточно, чтобы на любом достаточно малом 
открытом множестве Ус сечения $, не равнялись нулю только 
для конечного числа i€/. Это показывает, что понятия прямого 
произведения и прямой суммы совпадают каждый раз, когда семей- 
ство (.9,) локально конечно, т. е. в случае, когда для любого 
достаточно малого открытого множества U индуцированные пучки 
f;|U отличны от нуля лишь для конечного числа ICT. 

Встав на точку зрения накрывающих пространств, приходим 
к равенству : 


PF! (x)= №9, (x), 
ТЕТ 


причем топология в SY’ такова, что естественные вложения _97, —> Ff” 
являются гомоморфизмами пучков. 

Понятие прямой суммы обладает свойством „универсальности“, 
аналогичным указанному в предыдущем пункте. Его можно выразить 
соотношением 


Hom, (Or ott) = И Hom , (.9,, of). 


Пусть „9 — левый «„&-модуль и 9” — подмодуль в uf, положим 
FH" = L|.F'. Говорят, что „9 — прямое слагаемое в „, если 
существует изоморфизм модуля „9 @ FY” на „9, который индуци- 
рует на „9 тождественное отображение. Для этого достаточно 
потребовать также, чтобы вложение Ff” —> FY” продолжалось до гомо- 
морфизма „-> <?’ или чтобы существовал гомоморфизм 7” —> Ff, 
композиция которого с „?-> 9?” дает тождественное отображение. 

Пусть последовательность 


0-—> Ho Fo < > 0 
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точна. Рассмотрим точный слева ковариантный функтор Т со зна- 
чениями, например, в категории абелевых групп. Тогда для того, 
чтобы последовательность 


159 


была точна, достаточно, чтобы модуль _Y’ был прямым слагае- 


мым в _971). 


2.8. Тензорные произведения. 


Пусть «„И— пучок колец над Х, _— правый «-модуль и off — ле- 
вый .Ф-модуль. Введем обозначение 


„Рой 
Ре 
для пучка абелевых групп, порожденного предпучком 


U>.¢(U) ® Эй (Ц), 
(и) 


для которого операторы ограничения определяются естественным 
образом с ПОМОЩЬЮ операторов ограничения пучков ot, „9 и A. 
Заметим, что если uA — пучок коммутативных колец, то тензорное 
произведение также является «`И-модулем. 

В силу результатов гл. Г, п. 1.6 об индуктивных пределах тен- 
зорных произведений можно также определить тензорное произведе- 
ние следующим образом. Слоем над точкой х является 


(Ff Bh) (х) = F(x) @ M(x), 
eA 2 (х} 


а топология накрывающего пространства FY @ о характеризуется 
тем, что если зи Ё— сечения пучков _9? и of над открытым мно- 
жеством U, то формула 

х—>$(х) 9 f(x) 


определяет сечение тензорного произведения над U. 

Тензорные произведения «{-модулей можно охарактеризовать 
СВОЙСТВОМ „универсальности“ аналогично тому, как это было сделано 
в гл. Г. Мы оставляем это читателю. Большинство алгебраических 
свойств тензорных произведений может быть распространено, в общем 
довольно тривиально, на случай пучков. Например, для’ всякого 
левого «М-модуля имеет место канонический изоморфизм 


я®ой = 
# 


') Этот результат остается, очевидно, справедливым В произвольных 
абелевых категориях. 
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разумеется, при условии, что vf — пучок колец с единицей). Кроме 
того, функтор о — LPB точен справа; это легко увидеть 
a4 


из рассмотрения слоев над точками. 

Пример. 2.8.1. Пусть Х — дифференцируемое многообразие 
и Е— расслоенное многообразие над X, слой которого является 
векторным пространством. Обозначим через 2° пучок ростков диф- 


ференцируемых функций над Хи через 9% — пучок ростков дифферен- 
цируемых сечений расслоения Е, который является 9-модулем. 
Тогда сечения пучка 


Of = 02807 


`представляют собой дифференциальные формы степени р на X 


со значениями в Е. Точно так же, если обозначить через OD’? пучок 
ростков потоков степени р на X (см. книгу XK. де Pama по теории 
дифференцируемых НОО Ораий 1)), то потоки степени р со значе- 


ниями в E суть сечения пучка 9% QQ". 


При р==0 получаем И ООН расслоенного мно- 
гообразия Е. Можно определить также сечения-меры расслоения Е 
ит. д, 


2.9. Точная последовательность, связанная 
с локально замкнутым подпространством. 


Говорят, что подпространство У в Х локально замкнуто, если 
для всякой точки аСУ найдется в Х открытая окрестность И (а), 
для которой УПО (а) является замкнутым множеством в подпро- 
странстве `И (а). Другими словами, У — открытое подпространство 


в У, или еще 
Y=UQF, 


где U открыто, a Р замкнуто в Х. 

Теорема 2.9.1. Густь А— подпространство в Х. Тогда сле- 
дующие свойства эквивалентны: 

(LF1) А локально замкнуто в X; 

(LF2) для любого ny4i.2 Ff абелевых групп над Х существует 
пучок Pf, над Х, который индуцирует над А пучок, изоморф- 
ный | А, а над Х\ А— нулевой пучок. 

Докажем сначала, что из (LF2) следует (LF1). Предположим, 
что над АХ существует пучок „5, который индуцирует 2 над Аи 0 
нада X\ A. Для любого a€ A над некоторой открытой окрест- 


') OK. де Pa м, Дифференцируемые многообразия, ИЛ, M., 1956. — Прим. 
ред. 
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ностью И (а) точки а в Х существует сечение 5 пучка „57, для которого 
5 (а) =1. Если И (а) достаточно мало, то мы будем иметь $(х)=1 
для любого ХЕАПИ (а) и, разумеется, s(x) =0 на И (а) \ А. Так 
как точки из (\(@), в которых $ равно нулю, образуют открытое 
множество, то А локально замкнуто. 

Для доказательства обратного утверждения достаточно установить 
следующий результат. 

Теорема 2.9.2. Пусть А — локально замкнутое подпростран- 
ство в Х. Для всякого пучка Ff абелевых групп над А суще- 
ствует, и притом только один, пучок 9РХ абелевых групп над X, 
который индуцирует над А и 0 над Х\А. 

Докажем сначала единственность в предположении существования 
пучка .f*. Так как .f*(x)=0 для ХЕХ\А, то для любого 
открытого множества U справедливо включение 


P*(UcF (UN A), 


которое получается, если отождествить сечение $ над И с его огра- 
ничением на U 9) А. Полученные таким способом сечения из Ff (ИП A)— 
это как раз те сечения, которые при продолжении нулем на мно- 
жество U\ (И ПА) остаются непрерывными, другими словами, это 
те сечения, носители!) которых замкнуты в U (a не только 
в Uf A). Это и приводит нас к единственности пучка 9. 

Перейдем теперь к доказательству существования пучка „97, 
Обозначим через .Y*(U) подгруппу в (ИПА), образованную 
сечениями, носители которых относительно замкнуты в И. 
Для ИРУ операторы ограничения Ff (U  A)-> FY (V 1A), очевидно, 
отображают .f*(U) в £X(V). Таким образом, получаем предпучок 
И— _£%*(U). Легко проверяется, что на самом деле это пучок 
абелевых групп. Остается убедиться в том, что он индуцирует © 
на X\ AU Sf Ha А. 

Очевидно, что .f* индуцирует 0 на X\ A. Пусть x€ ANA, 
и пусть $ — любое сечение из .¥*(U), где И — некоторая открытая 
окрестность точки x в Х. Так как $, будучи сечением пучка „5? 
над Uf] A, имеет в качестве носителя 5 замкнутое подмножество 
пространства Ц и так как S не содержит х, то существует откры- 
тая окрестность У точки x в U (а следовательно, и в Х), которая 
не пересекается с 5. Таким образом, $ индуцирует 0 на У. Переходя 
к пределу, получаем, что * (x)= 0. 


1) Пусть „9“? — пучок абелевых групп над Хи $ — некоторое сечение 
пучка „57 над подмножеством М из Х. Носителем сечения $ называют 
множество точек хе М, для которых $(лх) == 0. Tak как всякое нулевое 
в точке сечение равно нулю и В некоторой ее окрестности (потому что 
отображение х->0 является сечением пучка „57”), то носитель сечения $ 
есть относительно замкнутое подмножество в М. 


11 Р. Годеман 
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Пусть теперь «€ A. Тогда существует окрестность U точки x, 
для которой А П U замкнуто в И. Следовательно, для каждой открытой 


окрестности У, содержащейся в U, выполняется равенство P*(V) = 
= £ (VNA), откуда в пределе P* (x) = „9 (х) для любого x EA. 
Осталось убедиться в TOM, что отождествление пучков 92| Alu fF 
совместимо с топологиями этих двух пучков, т. е. что сечения над 
ОПА пучка, индуцированного пучком _9РХ, совпадают с сечениями 
пучка „57. Но если обозначить временно через of пучок, индуциро- 


ванный пучком oF и если заметить, что ANU замкнуто в И, то 


очевидно [принимая во внимание, что „2х индуцирует 0 на U\ Uf Al, 
что сечения пучка of над ИПА, продолженные нулем на И \ ON A, 


остаются непрерывными. Другими словами, ИИ ПА) = 9 (И) = 
= £ (UNA), что и требовалось доказать. Теоремы 2.9.1 и 2.9.2 
полностью доказаны. : 

С точки зрения накрывающих пространств множество бл можно 
вложить в множество 9 (в обозначениях теоремы 2.9.1), но это 
вложение совместимо с топологиями пучков только тогда, когда A 
открыто в Х. В этом случае непосредственно очевидно, что если 
обозначить через „<. множество точек пучка „97, являющихся нулями 
или проектирующихся в A, то получится подпучок пучка ©, при- 
чем 9) индуцирует FY | А на Аи Она Х\ А. 

Напротив, если А замкнуто в Х, то равенство 

РА(И) = £ (ANU) 

показывает, что имеется канонический гомоморфизм „<-> <? 4, являю- 
щийся, очевидно, эпиморфизмом, который сопоставляет всякому 
сечению над U его ограничение на Uf) A. Заметим, что этот гомо- 
морфизм аннулирует сечение $ над U тогда и только тогда, когда $ 
равно нулю на Uf) A, другими словами, когда носитель сечения 5 
содержится в U\ УПА. Следовательно, справедлива следующая 
теорема. 

Теорема 2.9.3. Для любого замкнутого подпространства А 
из Хи 4ю60г0о пучка FY абелевых групп над X последователь- 
ность 

0 
точна. 

Заметим, что ‘если A и В — два локально замкнутых подпро- 
странства, то существует следующий канонический изоморфизм: 


(Lap a Fans 
В частности, если представить Ав виде А=ИПР, где U открыто, 
а Р замкнуто в Х, то „97. == (Pu)p=(LF)y. Это показывает, что FP, 


является фактор-пучком некоторого подпучка пучка „57, а также 
подпучком некоторого фактор-пучка пучка .„<Р. 
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Аналогичными рассуждениями можно локазать, что для всякого 
пучка „9? абелевых групп над Х имеется следующий канонический 
изоморфизм: 


-7”д—=2© 7. 


Так как 7.-— пучок абелевых групп, слои которого изоморфны 
либо 0, либо 7, то отсюда, очевидно, следует, что функтор FL — PF, 
точен. 

Теорема 2.9.1 показывает, что всякий пучок над локально замкну- 
тым подпространством в Х инлуцируется некоторым пучком с базой Х. 
Более того, справедлива следующая теорема. 

Теорема 2.9.4. Пусть А — подпространство топологического 
пространства Х. Всякий пучок „ФР множеств (соответственно 
абелевых групп) с базой А индуцируется некоторым пучком 
множеств (соответственно абелевых групп) с базой Х. 

Действительно, рассмотрим над Х пучок 


“GP :U—> ¥ (ANU) 


с естественными операторами ограничения (проверка аксиом пучков 
тривиальна). 

Слой Хоф (а) над точкой aC А является индуктивным пределом 
множеств „(АПИ), когда ANU пробегает направленное семейство 
открытых окрестностей точки а в А. Следовательно, для любого а Е А 
получаем канонический изоморфизм 


xX 
Lf (а) = £ (@). 
С топологической точки зрения получается взаимно однозначное 


отображение накрывающего пространства „9 на накрывающее про- 
странство Х <] А, совместимое с каноническими проекциями этих 
двух пространств на А. Остается только показать, что это взаимно 
однозначное отображение непрерывно в обе стороны. Для этого 
достаточно убедиться в TOM, что для всякого открытого в X множе- 
ства U сечения пучка a7 над ИП A отождествляются с сечениями 
пучка 9 над Uf) A. Итак, пусть $ — сечение пучка Xe над (ПА. 
Тогда для любого aC UA существуют открытая окрестность V (a) 
точки @ в Х и сечение $, пучка Х ¥ nan V (a), которое индуцирует s 
на V(a)N A. Ho по определению пучка xP сечение $, отожде- 
ствляется с некоторым сечением пучка _f над У (@)П А. Очевидно, 
тем самым доказана непрерывность $ как отображения пространства 
АПИ в накрывающее пространство „57. Обратно, из определения 
пучка XP ясно, что всякое сечение пучка _Y над Uf] A определяет 
некоторое сечение пучка “PY над тем же множеством. Теорема 
доказана. 


11* 
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Разумеется, пучок Х 97, вообще говоря, не равен Q вне подпро- 
странства А. 

Замечание 2.9.1. Пусть 9? — пучок абелевых групп с базой Х 
и И — открытое в Х множество. Тогда имеет место канонический 
изоморфизм 


Hom (Z,, .9) =F (U). 
Действительно, рассмотрим гомоморфизм f:Z,,—> ¥. Он отображает 


единичное сечение пучка Z,, над U в некоторое сечение fC .¥ (И), 


знание которого полностью определяет гомоморфизм У. Обратно, 
всякое сечение SCY (U) определяет, очевидно, гомоморфизм про- 
стого пучка со слоем Z и базой U в индуцированный пучок .f | U. 
Переходя к каноническим расширениям этих пучков на все X, полу- 
чаем гомоморфизм пучка Zy B Ly: а значит, ив LY, так как Ly 


есть подпучок в LY, что и требовалось доказать. 
Отсюда выводится, что Нот (2, —f) является не чем иным, как 
пучком 
V> Y(UNV) 
с очевидными операторами ограничения. Этот пучок нельзя смешивать 
с пучком „57, 
Замечание 2.9.2. Установленное выше соотношение Hom (Z,,, 


L)= £ (U) позволяет доказать, что всякий пучок _Y абелевых 
групп над Х есть фактор-пучок некоторой прямой суммы пун- 
ков вида Zy. Действительно, рассмотрим семейство (U,, SDiep где 


И; — открытые в Х множества и 5$; — сечения пучка „ над (,. 
Каждое $, определяет гомоморфизм LU, и тем самым (cM. п. 2.7) 


гомоморфизм 
: ФЕ, -> LF. 
ier “i 

Для того чтобы этот гомоморфизм был эпиморфизмом, необходимо 
и достаточно, чтобы для любого x абелева группа (x) порожда- 
лась элементами 5$,;(х), отвечающими тем индексам 1, для которых 
хЕО,. Отсюда, очевидно, следует наше утверждение. 

Замечание 2.9.3. Пусть Х — топологическое пространство, 
7 — простой пучок с базой Х, слоем которого является кольцо целых 
рациональных чисел Hf — подпучок абелевых групп пучка’ Z. Для 
любого x имеем f(x) = п (х)- Z, где п(х) — однозначно определен- 
ное неотрицательное целое число, обладающее тем свойством, что п (х) 
делится на п(у) для всех у, достаточно близких к Хх (пример 2.3.1). 
Мы получим отсюда важные сведения о пучке ©? в том случае, 
когда пространство X квазикомпактно. Из этого предположения сле- 
дует, что п(х) принимает только конечное число значений. 

Пусть U — множество Tex x, для которых п (х) == 0. Множество U 
является, очевидно, открытым в Х, так как топология в пучке Z 
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отделима. Для всякого целого $ > 1 неравенство n(x) < $ определяет 
в U открытое множество U,, потому что любой делитель числа n(x) 
будет <n(x). Тем самым мы приходим к цепочке включений 


U,cU,C..., 


причем U,—U для достаточно большого п, так как X квазиком- 
пактно. Рассмотрим теперь подпучки 


Ls= Ly, (s 21) 
пучка „97. Тогда для .f получим „композиционный ряд“ 
а еее, 
последовательные факторы которого мы сейчас вычислим. 
Очевидно, что 2 =. Рассмотрим „2/9. для s>1 u 
введем локально замкнутое множество 
2. \ 
A,= U,\ 0,1. 
Ясно, что этот фактор представляет собой пучок 7, . Tak как 
5 
п(х) = для любого «CA, т. е. п(х) — целое число, не зависящее 
от х, то „9,/.,_, изоморфен пучку 2л,. 
Итак, „5 допускает композиционный ряд конечной длины, 


последовательные факторы которого имеют вид Гл, где А — ло- 
кально замкнутое множество из X. 


2.10. Полное тензорное произведение. 


Пусть Хи У— два топологических пространства, А — основное 
кольцо, „9? — пучок правых А-модулей с базой Хи cf — пучок левых 
А-модулей с базой У. Мы определим над пространством ХЖУ 


пучок абелевых групп 


N= LBA 
A 
и будем называть его полным тензорным произведением пучков Ff 
—> 


и of над кольцом А. Эта терминология и значок © употребляются 
для того, чтобы избежать в случае Х==У возможного смешения 


с понятием тензорного произведения, введенным в п. 2.8. 
Для любых ХЕХ и уЕ! положим 


№ (x, Y= L (%) ® 0). 


Остается только установить условие, при котором отображение 


(x, у) и(х, YEN, у), 
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определенное на открытом в ХХ У множестве W, является сечением 
пучка of. Это условие состоит в следующем. Какова бы ни была 
точка (ху, У)ЕУ, существуют открытая в ТУ окрестность У 
точки у ий открытая в Х`окрестность Ц точки ху, сечения 
$; Е LU) и сечения ЕЕ A (V) (6 конечном числе), для которых 
имеем 


UXVEW и atx, у)= №5, (х) @t,(y) для ХЕЦ, уЕУ. 
Обозначим теперь через of (W) множество отображений и, удовле- 
творяющих этим условиям. Если W’ CW, то имеется, естественно, 
гомоморфизм ограничения о\ (W)— ol’ (W’), причем легко проверяются 
аксиомы предпучков. Проверка аксиом (Е1) и (F2) для пучков также 
тривиальна. Чтобы установить, что о\(х, у) есть в точности группа 
ростков сечений пучка of” в точке (x, у), достаточно показать, что 
через любой элемент группы о\№(х, у) „проходит“ некоторое сечение 
(что очевидно), и притом локально только одно. 

Для этого достаточно доказать, что если сечения $, Е Ff (И) 
и Е ЕоЙ(У), взятые в конечном числе, таковы, что элемент 


Xi 5;(4) Bh (y) € LF (4) 8 (y) равен нулю в точке (хо, Yo) Е ИХУ, 


то он равен нулю также и в некоторой окрестности точки (Xp, У). 
Но поскольку 


SF (х) = ип ind 5? (И), оЙ (у) = Нт ш4 о (У), 
Их V>y 


то имеет место канонический изоморфизм 
Lf (x) GoM (у) = lim ind (0) @cA (У). 
A Ux A 
Voy 
По предположению элемент ds, @t; из Ff (U)@o&M (У) равен нулю 
| А 


BF (Xo) Qo (yo). Поэтому можно, изменяя в случае надобности U 
А 


и У, предположить, что он тождественно равен нулю (в силу самого 
определения индуктивного предела). Тем самым наше утверждение 
доказано. 

Ясно, что для любых открытых множеств UC Хи V CY можно 
определить отображение 


90х28 (U XV), 


которое билинейно’ относительно основного кольца A и совместимо, 
в очевидном смысле, с операторами ограничения, 

Обратно, ` пусть заданы некоторый пучок SF абелевых групп над 
Х ХУ и А-билинейные отображения 


7х AV)>P(U XV), 
совместимые с операторами ограничения. Тогда эти отображения 
представимы в виде композиций определенных выше билинейных 
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отображений с однозначно определенным гомоморфизмом 
LOA. 
A 


Это свойство показывает, что полное тензорное произведение является 
решением „проблемы универсальности“, аналогичной той, которая 
приводит в алгебре к понятию тензорного произведения двух моду- 
лей над кольцом. 


2.11. Обратный образ пучка при непрерывном отображении. 


Пусть X и У — два топологических пространства и f — непрерыв- 
ное отображение пространства Х в У. Как мы видели (п. 1.12), 
отображение f позволяет сопоставить каждому пучку множеств cf 
с базой У пучок множеств _97 == f* (cM) — обратный образ пучка A 
при отображении f. Напомним, что для всякого открытого множе- 
ства Ис Х сечения пучка „9 над U можно канонически отожде- 
ствить с непрерывными отображениями 5 пространства И в тополо- 
гическое пространство of, которые удовлетворяют условию 


s(x) € ой (1 (х)} для любого x€ U. (1) 


Предположим теперь, что off — пучок колец над У. Очевидно, 
что решения условия (1) образуют кольцо, в котором сумма и произ- 
ведение определяются формулами 


(s +f) (x) = s(x) +t (x), (st) (x) = 5 (x) Ех). 


Более того, эти операции совместимы с операторами ограничения 
В „97. Таким образом, на „5 может быть канонически введена струк- 
тура пучка колец. 

Пусть, более общим образом, #F — пучок колец над У и of — ле- 
вый #-модуль. Тогда FY == }* (о) является левым «„А-модулем, где 
vt = f* (№). Чтобы убедиться в этом, достаточно определить „есте- 
ственным“ образом произведение некоторого сечения $Е (И) на 
сечение 6 (И). Представив $ и # отображениями пространства И 
в Я и of, положим 


(st) (X) = 8 (x) t (2). 


Ясно, что для всякого х € X отображение / индуцирует гомоморфизм 
колец A(x)—> B (f («)) и гомоморфизм модулей fF (x) —> о (f (x)), 
совместимый с предыдущим гомоморфизмом. 

Переходя к примерам, рассмотрим пространство Х, основное 
кольцо A, пучок .f правых А-модулей и пучок cM левых А-моду- 
лей с базой Х. Тогда тензорное произведение FY Qe канонически 

А 


изоморфно обратному образу полного тензорного произведения 
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Leh при диагональном отображений 
А 
х—>(х, x) 


пространства Х в XX X. Оставляем читателю доказать это утвер- 
ждение в качестве упражнения. 

Другой пример получается при рассмотрении пучка „9 абелевых 
групп над пространством Х. Для всякого подпространства У из Х 
индуцированный пучок Ff |Y канонически изоморфен обратному 
образу пучка „7 при каноническом вложении У —> xX. 

Наиболее важным свойством операции взятия обратного образа 
является следующее: функтор cf -> f* (о), определенный на катего- 
рии пучков абелевых групп с базой У, со значениями в категории 
пучков абелевых групп с базой Х является точным функтором. 
Действительно, для всякой точки х@Х мы имеем каноническое 
взаимно однозначное отображение множества /* (о#/) (х) на of (f (x)) 
(см. п. 1.12), которое, очевидно, совместимо с аддитивными струк- 
турами этих двух множеств. Отсюда непосредственно следует наше 
утверждение. 


2.12. Прямой образ пучка. 


Рассмотрим, как и прежде, два пространства X wu У и непрерыв- 
ное отображение f:X—>Y. Torna для всякого пучка множеств uf 
с базой Х определяется (см. п. 1.13) прямой образ f (4) с базой У, 
а именно пучок 


и (1): 


Предположим теперь, что ‹ — пучок колец с базой Х. Предыдущее 
определение показывает, что на множествах f ()(V) имеется струк- 
тура кольца, совместимая с операторами ограничения. Следова- 
тельно, f (4) можно „естественным“ образом рассматривать как пучок 
колец с базой У. Если _Y — левый `Я-модуль, то аналогичные рас- 
суждения показывают, что f (_/) является левым / (@®)-модулем. 

Заметим, что функтор „9? — / (HY) точен слева. Действительно, 
если последовательность «(-модулей над Х 


Ve =F or =o 
точна, TO для любого открытого множества И последовательность 
OS BO) =e Gg) 


точна и, следовательно, для каждого открытого множества Ус! 
точна последовательность 


а 


откуда и следует наше утверждение. Напротив, функтор +f (Ff) 
не точен справа, за исключением тривиальных, мало интересных 
случаев. ‘ 
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3.1. Вялые пучкн. 


Пучок ‹Я множеств над пространством X называется вялым, 
если для любого открытого в Х множества U отображение ограни- 


чения 
F (X)> F (U) 


есть отображение на все «Я (И). 

Так будет, например, в том случае, когда ‹Я есть пучок ростков 
всех (не обязательно непрерывных) сечений какого-нибудь расслоен- 
ного пространства с базой Х. Так как всякий пучок является пучком 
ростков сечений некоторого накрывающего пространства над Х, то легко 
убеждаемся в том, что всякий пучок множеств можно погрузить 
в вялый пучок. Точнее, для каждого пучка «Я пучок @°(Х; F), 
определяемый формулой 


U> Tf F(x) 
xeU 


вместе с очевидными отображениями ограничения, является вялым 
пучком, содержащим oF . 

Пучки такого рода будут играть фундаментальную роль в сле- 
дующем параграфе. 

Пример 3.1.1. Пусть Х — неприводимое алгебраическое много- 
образие над полем А. Kak мы уже видели, в этом случае пересечение 
любых двух открытых непустых множеств не пусто и, следовательно, 
всякое открытое в Х множество связно. Из этого факта вытекает, 
что всякий простой пучок над Х является вялым („теорема Гро- 
тендика“) 1). Нетрудно убедиться также и в том, что вялым пучком 
будет пучок ростков дивизоров над X (но, конечно, не пучок локаль- 
ных колец над Х). 

Вялость пучка cf является локальным свойством. Действительно, 
предположим, что oF |О — вялый пучок для любого достаточно малого 
открытого множества U, и пусть $ — сечение пучка ef над произ- 
вольным открытым множеством У. Рассмотрим множество Е пар 


') Разумеется, то, что Х — алгебраическое многообразие, не является 
здесь существенным. Результат верен для любого неприводимого топологи- 
. ческого пространства (см. примечание на стр. 147). — Прим. ред. 
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(V’, 8’), где У’РУи s' CF (У индуцирует 5 на У. Упорядочив Е 
с помошью отношения „продолжения“, получим, очевидно, индуктив- 
ное множество !). Пусть (V’, 5”) — максимальный элемент в E и 
пусть У’ # Х. Тогда существует открытое множесто U, не содержа- 
щееся в У”, для которого of |U — вялый пучок. Это позволяет про- 
должить на U ограничение сечения 5’ на УПУ” и, следовательно, 
продолжить $’ на UUV’. Таким образом, У’ =X, т. е. of — вялый 
„в целом“ пучок. Обратно, очевидно, что вялый пучок индуцирует 
на любом открытом множестве снова вялый пучок. 

Теорема 3.1.1. Лрямой образ вялого пучка при непрерывном 
отображении есть вялый пучок. 

Пусть заданы непрерывное отображение f: X—>Y, вялый пучок of 
с базой Х и пусть ® =f (A). Тогда по определению прямого образа 
для любого открытого в У множества У коммутативна следующая 
диаграмма: 


ut (X) > ue (f* (V)) 
4 } 


BY)> (У) 


По определению прямого образа вертикальные стрелки суть взаимно 
однозначные отображения на все множество. Верхняя горизонтальная 
стрелка есть отображение на все множество, так как vf — вялый 
пучок. Отсюда и следует теорема. 

Теорема 3.1.2. Пусть 


0> > F—> Fg" ->0 
— точная последовательность пучков абелевых групп. Если 


SF — вялый пучок, то для каждого открытого U точна последо- 
вательность 


0— _9/ (И) > (И) 9” (И) 0 


(т. е. точна последовательность предпучков). 

Можно считать, что И =Х, и все сводится к доказательству 
того, что произвольное сечение 5”Е 57” (Х) порождается некоторым 
сечением пучка „57. Рассмотрим множество E пар (U, $), где $6 _® (И) 
индуцирует 5” на U, упорядоченное с помошью отношения „продол- 
жения“. Тогда Е — инлуктивное множество. Пусть (U, 5) — макси- 
мальный элемент в Е. Если x€ X\ U, то существует окрестность У 
точки x и сечение Е .(V), которое инлуцирует $” на У. Сечения $ 
и { отличаются на (ПУ только ‘на сечение пучка „9, которое 
можно продолжить на И, так как „97 — вялый пучок. Следовательно, 
изменив ¢, если это необходимо, можно считать, что $ = на UNV. 


1) Частично упорядоченное множество называется индуктивным, если 
в нем всякое направленное подмножество имеет максимальный элемент. — 
Прим. peo. 


$ 3. ПРОДОЛЖЕНИЕ И ПОДЪЕМ СЕЧЕНИЙ 171 


Но тогда элемент (U, $) не является максимальным. Таким образом, 
И = Х и теорема доказана. 

Следствие. Если Sf! и <? — вялые пучки, то и 5" — вялый 
пучок. 

Действительно, всякое сечение $” пучка _9”” над И порождается 
некоторым сечением пучка FY над И, которое продолжимо на все Х. 
Следовательно, продолжимо на все Хи 5". 

Пусть Ф — семейство носителей в Х (п. 2.5) и fF — пучок абе- 
левых групп над X. Обозначим через Гх (9) множество сечений 
SEF (X), носители которых принадлежат семейству Ф. Оно, оче- 
видно, образует абелеву группу, причем „<? — Гь (_F) является точным 
слева функтором (п. 2.5). 

Теорема 3.1.3. Пусть 


0—9 -> gi—... 


— точная последовательность вялых пучков абелевых групп. Для 
любого семейства Ф носителей соответствующая последователь- 
ность абелевых групп 


0-—> Г (920) > Гь (971) ->... 


точна. 
Действительно, положим 


ZB? — Ker |g? > РР" | = Img?! > 97]. 
Тогда, очевидно, 
Гь(&2) = Ker [Го (.97Р) > Гъ(.92Р +"), 


и все сводится к доказательству точности последовательностей 
0—Г+(37)—>Гь(.97Р) >To( 3?) 0. 


Однако последовательности 
0 > ЯР > СИР > ger > 0 


точны. Следовательно, если 32 — вялый пучок, то и %Р+! — вялый 
пучок. Так как 3°==0 является вялым, то все пучки &Р вялые. 
Таким образом, всякое сечение 2?*! пучка %2Р*! с носителем SE 


может быть поднято до некоторого сечения J? пучка „9, и остается 
показать, что носитель сечения 2? можно предполагать принадлежа- 
щим Ф. Ho J? индуцирует на X\S некоторое сечение пучка и 
которое можно продолжить на все X, так как BZ? — вялый пучок. 
Вычитая из l? это сечение пучка 27, мы и придем к искомому 
результату. 
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3.2. Паракомпактные пространства. 


Пространство Х называется паракомпактным, если оно отделимо 
и если для всякого открытого покрытия (Ш;) пространства Х суще- 
ствует локально конечное открытое покрытие), вписанное в (U,). 
Паракомпактное пространство нормально, однако обратное утверж- 
дение не верно. Всякое замкнутое подпространство паракомпактного 
пространства паракомпактно. Метризуемые пространства параком- 
пактны (следовательно, и все их подпространства, так как они тоже 
метризуемы), так же, как и локально компактные пространства, 
счетные в бесконечности (являющиеся объединением счетного числа 
компактных пространств). 

Мы постоянно будем использовать (без ссылок) следующий 
результат. Пусть Udi ep открытое локально конечное покрытие 
нормального` пространства Х. Тогда существует такое откры- 


moe покрытие (V;) что V,cU, для всех 11. 


ier 

Пусть Х — некоторое пространство. Назовем паракомпактифи- 
цирующим семейством в Х всякое семейство Ф подмножеств про- 
странства Х, удовлетворяющее следующим условиям: 

(PRK1) Подмножества SED замкнуты и паракомпактны. 

(PRK2) Объединение конечного числа множеств, принадлежа- 
щих Ф, принадлежит Ф. 

(PRK3) Любое замкнутое подмножество множества SEP 
принадлежит Ф. 

(PRK4) Всякое $ЕФ обладает окрестностью?), принадлежа- 
щей Ф. 

Например, если Х является открытым подпространством параком- 


пактного пространства X, то замкнутые в Х подмножества SCX 


образуют паракомпактифицирующее семейство в Х. Таким способом 
получается всякое паракомпактифицирующее семейство, если только 
объединение всех 5ЕФ есть все X. 

Если Ф — семейство носителей в Хи У — полпространство в Х, 
то через Ф|]У мы всегда будем обозначать совокупность тех SEO, 


которые содержатся в У. Если при этом У замкнуто, то Ф|У есть 
также совокупность пересечений $ ПУ, 5ЕФ. 


*) Покрытие (М;) пространства Х называется локально конечным, если 
каждая точка из Х обладает окрестностью, пересекающейся лишь с конеч- 
ным числом множеств М;. — Прим. ред. 

2) Под окрестностью множества SC Х понимается любое множество 
Mc X, для которого существует такое открытое U, что SC Ис М. Таким 
образом, окрестность не обязана быть открытой. — Прим. ред. 


$ 3. ПРОДОЛЖЕНИЕ И ПОДЪЕМ СЕЧЕНИЙ 173 


Если Ф — паракомпактифицирующее семейство и У — локально 
замкнутое в Х множество, то Ф|У является паракомпактифици- 
рующим семейством в У, как в этом легко убедиться, рассмотрев 
равенство У = И ПР, где U — открытое и Е — замкнутое множества. 


3.3. Локальное продолжение сечения. 


Теорема 3.3.1. Лусть F — пучок множеств над простран- 
ством Х, $ — подмножество в Х и $ — некоторое сечение пучка F 
над 5. | 

Если $ допускает в Х фундаментальную систему параком- 
пактных окрестностей, то $ продолжается на некоторую окре- 
стность множества S в Х. 

Можно, очевидно, считать X паракомпактным пространством. 
С другой стороны, можно покрыть 5 открытыми множествами U, 
и найти такие $,6 oF (U,), что s,==s на 5ПО,. Заменив X пара- 
компактной окрестностью множества 5, содержащейся в |) U,, можно 
считать, что U, покрывают Х и даже что это покрытие локально 


конечно. Выберем второе покрытие У; так, чтобы У; =; для всех i, 
и обозначим через № множество Tex хЕХ, для которых из 


хЕТ, ПИ, следует, что $; (х) =; (Х). 


В силу теоремы 1.3.1, примененной к пучку «Я |W, существует 
сечение пучка of над W, которое индуцирует $; на ИПУ,. Оно, 
очевидно, является продолжением сечения $, и остается, следовательно, 
показать, что \ есть окрестность множества $5. 

Пусть « € S, тогда существует открытая окрестность W (x), пере- 
сечение которой с множествами У; не пусто лишь для Vi. аа у... 
Изменяя в случае необходимости W(x), можно считать, что все эти 
множества содержат x и что W(x) содержится в множествах 


Ui, boy Ui, Сечения $ +. Si, определены в точке х и, очевидно, 


равны в этой точке. Так как их конечное число, то можно считать, 
что они равны на всем открытом множестве W (x). Таким образом, 
W(x)CW, что и завершает доказательство. 

Следствие 1. Пусть Х— топологическое пространство, 
F — пучок с базой Х и $ — подпространство в X, допускающее 
фундаментальную систему паракомпактных окрестностей. То- 
гда 


oF (S)=limind ¥ (И), 
055 


где предел берется по упорядоченному (по включению) направлен- 
ному множеству окрестностей И подпространства $ в Х. 
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Действительно, каждое сечение пучка of над $ продолжается 
на некоторую окрестность подпространства S в Х. Кроме того, 
если сечения над окрестностями U и У подпространства S в Х 
совпадают на 5, то они совпадают и на некоторой окрестности 
WcUNYV множества $. 

Предыдущее следствие применимо, в частности, в случае, когла Х 
паракомпактно, а 5 замкнуто, или когда Х метризуемо, а 5 про- 
извольНно. 

Следствие 2. //усть А — некоторое подпространство метри- 
зуемого пространства Х. Всякий вялый пучок с базой Х инду- 
цирует над А вялый пучок. 

Действительно, если of — вялый пучок с базой X, то ясно, что 
любое сечение пучка <Я над произвольным подмножеством в Х 
продолжается на все Х, откуда и вытекает справедливость следствия. 


3.4. Мягкие пучки на паракомпактных пространствах. 


Пусть Х — паракомпактное пространство, «Я —- пучок множеств 
над Х. Если «Я — вялый пучок, то из теоремы 3.3.1 следует, что 
всякое сечение пучка F над некоторым замкнутым множест- 
вом продолжимо на все Х. 

Будем говорить вообще, что пучок с базой Х является мягким, 
если он обладает этим свойством. Это свойство в действительности 
имеет локальный характер. Точнее говоря, справедлив следующий 
результат. 

Теорема 3.4.1. Пусть «Я — пучок над паракомпактным 
пространством Х. Предположим, что каждая точка из Х имеет 
окрестность Ц, удовлетворяющую следующему условию; всякое 
сечение пучка oF над замкнутым подмножеством в X, содер- 
жащимся в Ц, продолжается на Ц. Тогда Я — мягкий пучок. 

Пусть $— некоторое сечение пучка cf над замкнутым множе- 
ством 5. Можно найти для Х локально конечное покрытие dies 


открытыми множествами, обладающими сформулированным выше 
свойством, и затем такое покрытие (V;), что У;=И; для любого i. 


Положим Е, =У; и 
F;=UF: 


i€J 
для любого подмножества Ув Г. 

Рассмотрим теперь множество E nap (&, J), где Л={[ и Ё — не- 
которое сечение пучка of над Fy, равное $ на $ПРхл Заметим, 
что это множество не пусто (достаточно взять одно U,, которое 
пересекается с 5, и продолжить на F, сечение $, определенное 
на 5ПР)). Его можно упорядочить, положив (t’, Л) < ({’, J”), если 
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cs’ иЁ= на Fy. Упорядоченное множество Е индуктивно, 
как можно заметить, используя теорему 1.3.1. Пусть (¢, Г) — макси- 
мальный элемент множества Е. Остается доказать, что /==/. Пред- 
положим, что существует индекс i, не принадлежащий к J, и по- 
ложим J’==JY {i}. Чтобы прийти к противоречию, достаточно по- 
строить сечение ¢t’ над F,, которое на Р,ПЕ, совпадает с &, а на 
Е;П 5 совпадает с 5. Но так как Ё =$ на РП 5, то задача сводится 
к продолжению на Р; сечения, заданного на замкнутом подмноже- 
стве Fj, что возможно в силу выбора U;. Теорема доказана. 

Теорема 3.4.2. Пусть «Я — мягкий пучок над паракомпакт- 
ным пространством Х. Тогда F индуцирует мягкий пучок над 
каждым замкнутым подпространством в Х, а если Х метри- 
зуемо — то даже над каждым локально замкнутым подпро- 
странством в Х. 

Первое утверждение тривиально. Для того чтобы установить 
второе, рассмотрим локально замкнутое подпространство Ав Хи 
точку х из А. Точка х имеет в Х такую замкнутую окрестность 
V(x), что АПУ (х) замкнуто. Всякое замкнутое в А множество, 
содержащееся в V(x), будет, таким образом, замкнутым и в Х, 
откуда следует теорема, если принять во внимание определение 
мягкого пучка и использовать теорему 3.4.1 (что возможно, так 
как А паракомпактно). 

Следствие. Пусть (F 2: с, — локально конечное семейство 
пучков абелевых групп над паракомпактным пространством X. 
Если все F ‚— мягкие пучки, то их прямая сумма будет также 


мягким пучком. 

Действительно, пусть ХЕХ. Тогда существует окрестность И 
точки х, для которой семейство индуцированных пучков F ИЦ 
содержит только конечное число ненулевых пучков. Можно пред- 
положить, очевидно, что U замкнуто и, следовательно, паракомпактно. 
Так как для конечного семейства доказываемое следствие тривиально, 
то прямая сумма ‹Я пучков of , индуцирует над ( мягкий пучок 


Таким образом, «Я — мягкий пучок. 


3.5. Ф-мягкие пучки. 


Пусть Х — топологическое пространство, Ф — паракомпактифици- 
рующее семейство в Х и of — пучок множеств над Х. Говорят, 
что F есть Ф-мягкий пучок, если для любого $ СФ индуцирован- 
ный пучок oF |S является мягким, т. е, если для 5’, 5" СФ и S’'DS" 
отображение ограничения 


Я (S) > F 65” 
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есть отображение на все множество. В силу теоремы 3.3.1 всякий 
вялый пучок является Ф-мягким пучком. С другой стороны, 
прямая сумма локально конечной совокупности пучков of ; abe- 
левых групп есть Ф-мягкий пучок, если каждый пучок SF ; есть 
Ф-мягкий пучок. Действительно, для прямой суммы ‹Я пучков ¥ } 
справедлива формула 


F |5 = QF 15) (SE), 


и поэтому наше утверждение вытекает из следствия теоремы 3.4.2. 

Теорема 3.5.1. Пусть Х — топологическое пространство, 
oF — пучок абелевых групп над Х u Ф— паракомпактифици- 
рующее семейство в Х. Для того чтобы F был Ф-мягким пуч- 
ком, необходимо и достаточно, чтобы для каждого SEP гомо- 
морфизм Гъ(‹Я ) >Я ($) был эпиморфизмом. 

Действительно, пусть $ — сечение над $ СФ. Возьмем некоторую 
окрестность 5’ СФ множества 5. Тогда можно определить сечение 
пучка cf над замкнутым множеством SUF (где F —граница мно- 
жества 5”), положив его равным 5$ нал $ и равным 0 над Р. Это 
сечение продолжается на $”, если GF есть Ф-мягкий пучок. Ho 
так как оно равно нулю на F, то его можно продолжить на Х, 
считая его равным нулю на Х`\ $5’. Теорема доказана, 

Теорема 3.5.2. Пусть Х — топологическое пространство, 
Ф — паракомпактифицирующее семейство в Х и 


0—> 92’ > Fo 9" 0 


— точная последовательность пучков абелевых групп. Если 9 — 
Ф-мягкий пучок, то последовательность 


0— Г» (.97/) -> Го (92) > Гь(.9”) > 0 
точна. 

Предположим сначала, что X паракомпактно и Ф — семейство 
всех замкнутых подмножеств в Х. Пусть $” — произвольное сече- 
ние пучка 9”. Надо „поднять“ ero до сечения пучка „5. Так как 
это можно сделать локально и так как Х паракомпактно, то суще- 
ствуют локально конечное открытое покрытие (Ц;): с, пространства X 
и сечения $,С .¥(U,), представляющие сечение 5” на U;. Выберем 
покрытие (V,), для которого 


F,=V,cU, 
при всех 4. . 
Рассмотрим теперь множество Е пар (5, Л), где JCl, а $ — не- 
которое сечение пучка „9 над Fy = И F,, которое представляет 
ЕЛ 
на этом множестве сечение 5”. Е Е, очевидно, we пусто 
и, будучи упорядочено по продолжению, индуктивно. Пусть ($, J) — 
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максимальный элемент множества E. Все сводится к доказательству 
того, что /==1. Пусть i€ Г`\\У. Возьмем тогда некоторое сечение S,, 
представляющее $” на U;, На множестве Fy} F, сечения $ и $, or- 
личаются только на сечение пучка 9”, которое продолжается на 
все Uj, так как „97 — мягкий пучок. Таким образом, $ можно про- 
должить на FyUF;, что приводит к противоречию. 

Перейдем теперь к общему случаю. Пусть 5” — некоторое сече- 
ние из Гъ(.9”), а 5”ЕФ — его носитель. Так как .f’|S” — мягкий 
пучок, то предшествующие рассуждения показывают, что $” можно 
поднять до сечения $ пучка 9 над 5”. Пусть 5 ЕФ — окрестность 
множества 5”. Можно предположить, что $ продолжено на 5, 
Остается только убедиться в том, что можно считать $ равным нулю 
на границе Г множества $. Ho так как 5$” равно нулю на F, то 
ограничение сечения $ на Р есть сечение пучка „9, которое про- 
должается до сечения 5’ пучка fF’ над S, так как „97 есть Ф-мяг- 
кий пучок. Мы получим требуемый результат, заменив $ на $ — 5’. 

Следствие. //усть Хр— паракомпактное (соответственно 
метризуемое) пространство и пусть 


О YF o> F > 9-0 


— точная последовательность пучков абелевых групп над Х. Если 
Lf есть мягкий пучок, то последовательность 


А 2A) (0 


точна для любого замкнутого (соответственно локально зам- 
кнутого) подпространства АСХ. 
Это утверждение очевидно, так как пучок „9 | А мягкий. 
Теорема 3.5.3. Пусть X— топологическое пространство, 
Ф — паракомпактифицирующее семейство в Хи 


О fF 9—9” >0 


— точная последовательность пучков абелевых групп с базой Х. 
Если F! и Р- Ф-мягкие пучки, то 9" также Ф-мягкий 
пучок. 

Теорема 3.5.4. Пусть Х— топологическое пространство, 
Ф — паракомпактифицирующее семейство в Хи 


0—> P- т->... 


— точная последовательность Ф-мягких пучков абелевых групп 
с базой Х. Тогда последовательность 


0> Teo A) —Гь(1971) >... 


точна. 
Обе эти теоремы доказываются так же, как аналогичные резуль- 
таты для вялых пучков. 
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Теорема 3.5.5. Пусть Х — топологическое пространство, 
Ф — паракомпактифицирующее семейство в Х и А— локально 
замкнутое подпространство в Х. Тогда 

(а) всякий Ф-мягкий пучок F с базой Х индуцирует (Ф|А)- 
мягкий пучок на А. 

(5) если _ есть Ф-мягкий пучок абелевых групп с базой X, 
то пучок ff, также Ф-мягкий. 

(с) если F есть (P| А)-мягкий пучок абелевых групп с базой А, 
то пучок Я Х с базой Х есть Ф-мягкий пучок. 

Утверждение (а) тривиально. 

Для того чтобы доказать утверждение (5), возьмем некоторое 
S€@. Надо показать, что .f,|S есть мягкий пучок. Так как 


21$ == ($) АП 5, то можно отвлечься от Ф и считать, что Х 


паракомпактно. Тогда остается только рассмотреть случай, когда 
А — открытое множество, и случай, когда А — замкнутое множество. 

Пусть А открыто и $ — некоторое сечение пучка „9, над зам- 
кнутым множеством SCX. Это сечение будет сечением пучка 9 
над 5, равным нулю Ha 5П(Х\ A). Так как „9? — мягкий пучок, 
то $ можно продолжить до сечения Ё, определенного над всем Х. 
Остается доказать, что можно считать # равным нулю на ХХ А. 
Ho так как $ равно нулю на замкнутом множестве Sf}(X \ A), то 
существует сечение 5’ пучка „<? над замкнутым множеством S U(X \ A), 
равное $ на S и нулю вне его. Взяв за ¢ некоторое продолжение 
сечения 5’, получаем искомый результат. В случае, когда А — замк- 
нутое множество, достаточно (теорема 3.5.3) заметить, что 


=. хх А. 

Доказательство утверждения (с) также сводится к случаю, когда 
Ф — семейство всех замкнутых множеств паракомпактного простран- 
ства Х. Семейство Ф|А образовано в этом случае теми SCA, 
которые замкнуты в Х. Пусть $ — некоторое сечение пучка «Я * 
над замкнутым множеством В. Те хЕВ, для которых s(x) #0, 
образуют замкнутое подмножество в X, содержащееся в А, т. е. 
множество ЗЕ | A, Следовательно (теорема 3.5.2), ограничение сече- 
ния $ на АПВ продолжается до некоторого сечения пучка <Я над A, 
носитель которого замкнут в X, откуда очевидна продолжимость 
сечения S на все Х. 


3.6. Разложение сечения в мягком пучке. 


Пусть „<? — пучок абелевых групп над пространством Хи (Sie. 
семейство сечений пучка „5 Ham X. Говорят, что семейство сечений 
локально конечно, если носители сечений $; составляют в Х локально 
конечную систему замкнутых множеств, другими словами, если для 
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каждого достаточно малого открытого множества U лишь конечное 
число сечений $; не равно нулю на U. В этом случае можно опре- 
делить сечение 

а 


ier 
пучка 97, положив для любого ХЕХ 


$(х) = > 5; (х). 
ier 

Пусть теперь $ — сечение пучка FY над Хи (Uj); с, — открытое 
покрытие пространства Х. Назовем разложением сечения $, под- 
чиненным покрытию (U;), всякое разложение s= Js, сечения $ 
в сумму локально конечного семейства сечений, обладающего тем 
свойством, что носитель каждого $; содержится в соответствующем 
открытом множестве U;. Ясно, что если существует разложение 
сечения $, подчиненное более мелкому покрытию, чем ((/;), то суще- 
ствует также разложение, подчиненное покрытию (U,). Мы получим 
его, группируя подходящим образом члены первого разложения. 

Теорема 3.6.1. /Лусть „9 — мягкий пучок абелевых групп 
над паракомпактным пространством Х. Для всякого сечения $ 
пучка Ff над Х и для всякого открытого покрытия Odie, 
существует разложение сечения s, подчиненное покрыпшю (U,). 

Можно считать, что покрытие (U;) локально конечно. Выберем 
некоторое замкнутое покрытие (Р;), для которого Р;= И; для всех i. 

Рассмотрим множество E семейств (5;),‹„ где ЛГ и $, — не- 


которое сечение пучка „<? над Х, носитель которого содержится 


в U,, причем 
$,=5 на Р/ =] Е, 
2 | О : 


Это множество не пусто и, будучи упорядочено по продолжению, 


индуктивно. Пусть (5:), <; максимальный элемент множества ЕР; то- 


гда все сводится к доказательству того, что == Г. 

Но если существует Е 1/\ J, то для того, чтобы прийти к про- 
тиворечию, достаточно построить такое сечение $, Е F(X), которое 
удовлетворяло бы следующим условиям: $, =0 Ha X\ И; и 


s=s~— № 5; на FPyUF;. 
ley 


В силу указанных условий $; уже определено на замкнутом множестве 
(FSU P)UCXN Ц), 


так что $, можно построить, если`.9 — мягкий пучок. Теорема до- 
казана. 


12* 
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3.7. Тонкие пучки. 


Докажем сначала следующий результат. 

Теорема 3.7.1. /Густь Х — топологическое пространство, 
A—nyiok колец с единицей над Х и Ф— паракомпактифица- 
рующее семейство в Х. Если. & есть Ф-мягкий пучок, то и 
каждый Ж-модуль есть Ф-мягкий пучок. 

Можно оставить в стороне Ф и считать Х паракомпактным про- 
странством. Пусть 9? — левый {-модуль и $ — сечение пучка „©? над 
замкнутым множеством A. Как уже известно, $ продолжается на 
некоторую окрестность В множества A, которую можно предпола- 
гать замкнутой в X. Остается только показать, что продолжение 
сечения $ на В можно выбрать так, чтобы оно было равно нулю 
на границе Р множества В в Х. 

Но так как v€ — мягкий пучок, то существует сечение и пучка cf 
над Х, которое равно | на А и 0 на Р. Заменяя рассмотренное 
продолжение сечения $ на сечение х—и(х)5$(х), мы и приходим 
к искомому результату. 

Учитывая то, что свойство пучка быть мягким носит локальный 
характер, замечаем, что предшествующее рассуждение приводит нас 
к следующему результату. 

Теорема 3.7.2. Пусть & — пучок колец с единицей над пара- 
компактным пространством Х. Для того чтобы A был мягким 
‘пучком, необходимо и достаточно, чтобы любая точка из Х 
обладала такой окрестностью И, что для любых заданных не- 
пересекающихся замкнутых множеств 5, TCU существует сече- 
ние пучка A над Ц, равное 1 на $ и 0 на Т. 

Рассмотрим теперь пучок „9 абелевых групп над паракомпактным 
пространством Х (соответственно над пространством А, снабженным 
паракомпактифицирующим семейством Ф). Говорят, что „9 — тонкий 
(соответственно Ф-тонкий) пучок, если пучок колец Bom, (Lf, Lf) 
является мягким пучком (соответственно, если .f |S является TOH- 
ким пучком для любого SE). Значит, для того чтобы пучок абе- 
левых групп над паракомпактным пространством X был тонким, 
необходимо и достаточно, чтобы для любых двух замкнутых непе- 
ресекающихся множеств A и В из Х существовал гомоморфизм 
Ff -> Ff, индуцирующий тождественное отображение на некоторой 
окрестности множества А и 0 на некоторой окрестности множества В. 
Заметим, впрочем, что достаточно проверить это свойство локально, 
чтобы убедиться в том, что пучок _97 — тонкий. С другой стороны, 
ясно, что всякий Ф-тонкий пучок тем более является Ф-мягким пучком 
(теорема 3.7.1). Важность Ф-тонких пучков видна из этого послед- 
него свойства, а также из следующего результата. , 

Теорема 3.7.3. Пусть Х — топологическое пространство, 
Ф — паракомпактифицирующее семейство в Х и „ФР — Ф-тонкий 
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пучок абелевых групп. Для всякого пучка оШ абелевых групп 
с базой Х пучок Фо является Ф-тонким пучком. 
Z 


Можно, очевидно, свести доказательство теоремы к случаю, 
когда .f — тонкий пучок на паракомпактном пространстве Х. Так 
как .f — левый модуль над мягким пучком колец [а именно, над 


Hom, (CF, „|, то тем же свойством обладает Uf BoM, откуда 


легко следует требуемый результат. 
В действительности мы обычно будем использовать предыдущую 
теорему в следующей ослабленной форме: если 7 — тонкий пучок, 


то пучок LY Qe — мягкий, каков бы ни был пучок о. 

Пример 3.7.1. Пусть Х — топологическое пространство и Ф — 
паракомпактифицирующее семейство. Тогда пучок «Я 9(X; 7) коцегей 
Александера — Спаньера степени 0 пространства Х с целочисленными 
значениями (т. е. пучок ростков отображений пространства X B Z) 
является Ф-тонким. Поскольку это пучок колец, то достаточно по- 
казать, что он Ф-мягкий. Пусть 5 СФ u A, В — непересекающиеся 
замкнутые подмножества в $5. Возьмем некоторую окрестность 5’ € Ф 
множества $. Так как 5’ нормально, то в 5’ существуют непере- 
секающиеся окрестности U и У множеств А и В и, следовательно, 
существует отображение $: S’—>Z, равное 1 на U и 0 на V. Огра- 
ничив эту функцию на внутренность W множества S’, получим сече- 
ние пучка «Я 9(X; 7), ограничение которого на 5 равно 1 на Аи 0 
на В (заметим, что не нужно смешивать ограничение сечения с огра- 
ничением функции $), что и требовалось доказать. 

Из только что доказанного следует, что всякий «Я °(Х; 2)-модуль 
является Ф-мягким и даже Ф-тонким пучком. Это относится, в част- 


ности, к пучкам of “(X; G) Александера — Спаньера для любого n> 0 
и любой абелевой группы С. 

Аналогичные рассуждения с применением на этот раз теоремы 
Урысона показывают, что пучок ростков непрерывных вешественных 
функций является Ф-тонким. Следовательно, тем же свойством обла- 
дает всякий модуль над этим пучком колец, например пучок рост- 
ков сечений расслоенного пространства, слоями которого являются 
векторные пространства. 

Если Х — паракомпактное дифференцируемое многообразие, 
то, как мы покажем, пучок 2° ростков дифференцируемых функций 
на Х является Ф-тонким. Действительно, в силу теоремы 2 можно 
ограничиться (заменив Х на относительно компактное открытое мно- 


жество, изоморфное В”) доказательством следующего утверждения: 
для любых непересекающихся компактных множеств Аи Вв В" 
существует дифференцируемая функция f, равная | в некоторой 
окрестности множества A и 0 в некоторой окрестности множества В. 
Для этого достаточно взять (теорема Урысона) непрерывную функ- 
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цию g, обладающую этими свойствами, а затем „регуляризовать“ ее, 
т. е. заменить ее функцией 


= | g(x—yhiyay, 


где й — положительная дифференцируемая функция, равная нулю вне 
некоторой достаточно малой окрестности начала координат, интеграл 
от которой равен 1. 


Отсюда следует, что пучки ОР являются тонкими точно так же, 


как и всякий пучок 9-молулей, например пучки ростков потоков 
со значениями в расслоенном многообразии с векторными слоями. 


3.8. Лемма о покрытиях нормального пространства. 


Прежде чем продолжать изучение пучков над паракомпактными 
пространствами, мы докажем следующую лемму. 


Лемма 3.8.1. Пусть (Ui); ‚— локально конечное открытое 
покрытие нормального пространства Х. Предположим, что для 
каждой пары i, jf и любого хЕИ, = 0Ц,ПИ, задана окрест- 
ность Vi(x)CU, точки x. Тогда для любого хЕХ найдется 
в Х такая окрестность V(x), которая удовлетворяет следую- 
щим условиям: 

(а) если ХЕЧ,, то У(х)еУ, (х); 

(b) если V(x) и Vy) пересекаются, то существует такой 
индекс i, что И; содержит V(x) и У (у). 

Так как покрытие (/; локально конечно, то легко удовлетворить 


условию (а). Для того чтобы удовлетворить условию (b), рассмотрим 


открытое покрытие (С). для которого Ис, для всех i. Поскольку 
условие (а) выполняется, можно считать сверх того, что хЕЦ, вле- 
чет за собой У (хе у. С другой стороны, существует лишь ко- 


нечное число индексов i, для которых V(x) пересекается с (7), 

так что можно удовлетворить условию: У (х) пересекается с в. если 
ryt 

только x EU, 


Предположим теперь, что V(x) и У(у) пересекаются. Тогда 
найдется такое i, что x€U; и V (x)cU}, Следовательно, У (y} 


пересекается с Ui а это показывает, что yCU). Но тогда УЕЦ,, 
так что И; содержит V(x) и У (у). Лемма доказана. 
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3.9. Приложение к предпучкам, 


Пусть of — предпучок множеств над пространством Хи «Я — 
порожденный им пучок. Как мы уже видели (п. 1.2), отображение 


F (X) > F (X) 


взаимно однозначно, если ‹Я удовлетворяет аксиоме (F1) пучков. 
Мы покажем теперь, что если Хх паракомпактно, а oF удовлетво- 
ряет аксиоме (F2), то это есть отображение на «Я (Х). Имеет место 
следующая общая теорема. 

Теорема 3.9.1. /Лусть ¥ — предпучок множеств над пара- 
компактным пространством Х. Предположим, что выполнено 
следующее условие: если заданы локально конечное открытое 
покрытие (И), с, пространства Х и такие элементы $, Я (U)), 
что $; и $, на Uy равны для любых Ги j, то существует 
5 Сс (X), ограничение которого на U, равно $; для любого i. 


Тогда каноническое отображение FX) FR) есть отобра- 
жение на F (Х). 


Пусть $ — сечение пучка ‹Я над всем Х. Существует открытое 
покрытие (U,) пространства Х, которое можно считать локально 
конечным, и такие 5,6 Я (U;,), которые представляют $ на Ц, 
Пусть x€U,. Tak как $; и $, определяют один и тот же росток 
сечения в xX, то существует такая окрестность У (х)=Иу, что 
ограничения элементов $; и $, на V,,(x) совпадают. 

Возьмем теперь окрестности У (x), существование которых обес- 
печивается леммой 3.8.1. Так как V(x)CU; для всякого такого i, 
что ХЕ Ч», то можно рассмотреть ограничение элемента $; на V (x). 
Это ограничение не зависит от индекса i в силу условия (а) леммы. 
Обозначим его через $,. Если У(х)ПУ(у) не пусто, то суше- 
ствует U;, содержащее V(x) и У (у). Следовательно, $, и $, являются 
ограничениями элемента $; и потому совпадают на V(x) ПУ (у). 

Заменяя покрытие (У (9) rex вписанным в него локально ко- 


нечным покрытием, мы сведем наше утверждение к случаю, когда 
ограничения элементов $; и $; на Uj, всегда совпадают. Но тогда, 
по предположению, $; являются ограничениями на U, некоторого 
элемента из ef (Х). Так как он, очевидно, представляет данное 
сечение $, то теорема доказана. 


В условиях теоремы 3.9.1 можно построить «Я (X) следующим 
образом. Назовем элементы $ и Ё из «Я (Х) локально равными, 
если равны их ограничения на всякое достаточно малое открытое 
множество. Таким. образом, получаем в of (Х) отношение эквива- 


лентности, и of (Х) представляет собой не что иное, как соот- 
ветствующее фактор-множество. В частности, если oF — предпучок 
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абелевых групп, то of (X) есть фактор-группа группы «Я (X) no 
подгруппе, образованной элементами из cf (Х), локально равными 
нулю. 

Пример 3.9.1. (Сингулярные коцепи.) Пусть /— „стандартное“ 
топологическое пространство (например, „стандартный симплекс“ 
или „стандартный куб“ в теории сингулярных гомологий). Если X — 
топологическое пространство, то назовем сингулярным /-симплексом 
пространства А всякое непрерывное отображение s:J—> X. Пусть 
5,(Х) — множество таких отображений. Для произвольного мно- 


жества А (наиболее важен случай абелевой группы) обозначим через 
CS’ (X; A) 

множество отображений S;(X)—>A („сингулярные /-коцепи про- 

странства Х со значениями в 24“). 


Для открытых в X множеств И и VCU имеет место вложение 
S;(V)— S)(U), которое позволяет определить оператор ограничения 


CS’ (U; A) > CS’ (V; А). 


Следовательно, U>CS!(U: А) есть предпучок множеств над Х. 
Порожденный им пучок обозначим через #/(Х; А). Сечения этого 
пучка над Х называют локализованными сичгулярными /-коцепями 
пространства Х со значениями в А. 

Обозначим совокупность всех таких сечений через 57(Х; A). 


Тогда имеется каноническое отображение 
CS! (X; A)—> 5$" (Х; A). 


При этом два элемента & H BE CS’ (Хх; A) определяют одну и ту же 
коцепь тогда и только тогда, когда существует такое открытое по- 
крытие (U,;), что & (5) =В($) для всякого сингулярного /-симилекса $ 
„порядка малости (U,)*, т. е. такого, для которого s(J)CU, при 
некотором i. 

Предпучок U-»CS/(U; А) всегда удовлетворяет аксиоме (F2) 
пучков. Действительно, пусть (И;) — семейство открытых множеств, 
объединение которых есть U, и пусть даны элементы а, Е CS/(U;; A), 
для которых ограничения элементов a, и а, на Uj, совпадают. Это 
означает, что если $ есть сингулярный /-симплекс пространства U,,, 
то а, ($) =, (5). Пусть теперь $ — некоторый сингулярный /-симп- 
лекс пространства И. Если $ содержится в U,, то элемент а, (5) С A 
не зависит от i и, следовательно, его можно обозначить через a(S). 
В противном случае выберем a(S) произвольным образом. Тем самым 
мы определим некоторый элемент «Е CS/(U; A), который, очевидно, 
индуцирует a, в Ц;. 

Таким образом, отображение 


С5'(Х; А-—5'(Х; А 
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есть отображение на все множество, если Х — паракомпактное 
пространство. Заметим, что это отображение никогда не является 
взаимно однозначным. Действительно, как уже отмечалось, два эле- 
мента а, BE CS’ (X; A) определяют одно и то же сечение пучка 
6 (Х; А) тогда и только тогда, когда существует открытое покры- 
тие \\ пространства Х, для которого а (5) = 8 ($) для всякого сингу- 
лярного симплекса s порядка малости Ц. 

Предыдущий результат позволяет доказать, что пучок в#7(Х; A) 
является вялым, если пространство X метризуемо или, более 
общим образом, если всякое открытое множество И пространства X 


паракомпактно. Действительно, ясно, что 7” (Х; А) индуцирует в И 
J 
лучок & (И; A), причем диаграмма 


С5/(Х; А CS’ (И; А) 
у 


$/(Х; A) S87 (U; A) 


коммутативна. Так как О и X — паракомпактные пространства, то 
две вертикальные стрелки суть отображения на все множество. 
Первая горизонтальная стрелка также, тривиальным образом, обла- 
дает этим свойством. Следовательно, отображение ограничения 
SX; A) —> 57 (И; A) есть отображение на все множество, что и 
доказывает наше утверждение. 

Покажем теперь, что для любого паракомпактного простран- 
ства Х пучок 6” (Х; А) является мягким!). Определим сначала 
для всякого подпространства У из Х канонический гомоморфизм 


&Р/(Х: А)|У > «РСК; A). (1) 


Для этого достаточно сопоставить, и притом естественным образом, 
всякому сечению а пучка of/(X; А) над подмножеством У из X не- 
которое сечение пучка с#7(У; А) над У. Покроем У открытыми 
в Х множествами И; и выберем сингулярные /-коцепи a, ECS/(U;; A) 
так, чтобы они представляли a на U,, Каждая a, индуцирует сингу- 
лярную коцепь 8, Е С57(И, ПИ; А), и семейство (В;) определяет, 
очевидно, некоторое сечение В пучка ‹#7(У; А) над У, которое, 
как легко проверить, зависит только от &. 


') В случае, когда множество А есть абелева группа, тривнально про- 
веряется, что 5/(Х; А) — модуль над пучком колец C°(X; 2) [выберем раз 
и навсегда точку ОЕ/ и будем для любого И рассматривать CS/(U; А) 


как С° (0; 2)-модуль, считая произведением сингулярной коцепиа Е CS! (0; A) 
и произвольной функции пе C°(U; Z) сингулярную коцепь $ -> п (5 (0) ) 2 (5)]. 
Следовательно, в этом случае YJ (X; А) является даже тонким пучком. 


ee 
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Разумеется, гомоморфизм (1), вообще говоря, не является изо- 
морфизмом, но если обозначить через И внутренность множества У, 
то гомоморфизм 

SI (Х; АИ — 9 (У; АЦ, 


индуцированный гомоморфизмом (1), является изоморфизмом и после 
очевидных отождествлений сводится к тождественному изоморфизму 


77(И; А) SI(U; А). 


Мы можем теперь доказать, что с#/(Х; А) — мягкий пучок, 

если X — паракомпактное пространство. Пусть а — некоторое сечение 
этого пучка над замкнутым в Х множеством Р. Можно предполагать 
(теорема 3.3.1), что оно определено над некоторой замкнутой 
окрестностью У множества F. Пусть В — то сечение пучка &7(Y; A), 
которое получается из a при гомоморфизме (1). Так как У — пара- 
компактное пространство, то В можно представить некоторым эле- 
ментом множества С57(У; А), который по простым соображениям 
можно считать индуцированным некоторым элементом 1 € CSY(X; А). 
Тогда, как легко видеть, сечение пучка 67/(Х; А) над X, опреде- 
ленное элементом 1, индуцирует а на внутренности И множества У 
и, следовательно, тем более на Р, откуда и следует указанное 
выше утверждение. 
‚ Заметим, что эти результаты применимы не только к обычным 
сингулярным коцепям. Если в качестве J взять одно из множеств A,, 
рассмотренных в гл. 1 п. 3.11), то получатся результаты, приме- 
нимые к коцепям Александера — Спаньера (пример 2.4.2). 


3.10. Сечения индуктивного предела. 


Мы докажем сейчас результат, который было бы интересно, 
если это возможно, распространить на более общий случай. 

Теорема 3.10.1. Пусть ¥ =limind ¥,— индуктивный npe- 
дел пучков множеств над компактным пространством Х. Тогда 
каноническое отображение 


limind ©, (^)—« (X) 
a 


есть взаимно однозначное отображение на «Я (Х). 
Покажем сначала, что это отображение взаимно однозначно. 


Предположим, что 


5', 5" Е Шип ша, (Х) 


1) Разумеется, в A, рассматривается дискретная топология. — Прим. ред. 
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определяют одно и то же сечение пучка oF. Так как ‹Я порожден 
предпучком Е 
ao «Я в: U—limind ¥,(U), 


то существует такое конечное открытое покрытие (U,) пространства XX, 

что ограничения элементов 5’ и $” на М; совпадают. Но для подходя- 
Ра и 

щим образом выбранного индекса h существуют $, $ EF ,(Х), 

которые представляют $’ и $”, причем найдутся такие индексы 

^, <», что сечения пучка 9», индуцированные сечениями $ и 5, 


при гомоморфизме «Я ,—>F,,, совпадают на И; Заменим ) наи- 
меньшим из всех ,. Тогда $, и $, будут совпадать на каждом Ц’, 
а следовательно, и на Х. Это показывает, что s’— os", 

Для того чтобы установить, что рассматриваемое отображение 
есть отображение на все «Я (Х), применим теорему 3.9.1 к пред- 
пучку со. Итак, пусть (U,;)— конечное открытое покрытие про- 
странства Хи $, «Я ‚(Ц ;)— такие элементы, что ограничения эле- 
ментов $; и $, на И;, совпадают. По соображениям конечности, 
найдутся индекс h и сечения Ss, € F ,(U;), которые представляют $}. 
Условия согласованности на пересечении обеспечивают для произ- 
вольных Г и / существование такого индекса Ajj CA, что Sp и Sir 
определяют на И; одно и то же сечение пучка Я». Заменив h 
на наименьший индекс среди всех ^;, можно считать, что $ = $), 
на U,;, а значит, найдется такое сечение 5, ¥,(X), которое инду- 
цирует s, на U;. Элемент множества «Я .(Х), представленный сече- 
нием $), индуцирует, очевидно, $; на U,, что и завершает доказа- 
тельство. 

Предыдущая теорема остается справедливой, если Х есть 
пространство Зариского (пространством Зариского называют про- 
странство Х, в котором всякая убывающая последовательность 
замкнутых множеств стабилизируется !).) Непосредственно проверяется, 
что это свойство эквивалентно следующему: всякое подпространство 
в Х квазикомпактно, т. е. удовлетворяет аксиоме Бореля — Лебега 
(достаточно даже того, чтобы всякое открытое подмножество в Х 
было квазикомпактным). 

Чтобы установить теорему 3.10.1 в случае, когда X— про- 
странство Зариского, заметим сначала, что первая часть доказа- 
тельства теоремы проходит без изменений, так как X квазиком- 
пактно. Рассмотрим теперь сечение s€ ¥ (Х). Так как 


<Я (x)=limind ¥ , (x) 
a 
для любого x€X, то, как легко убедиться с помощью леммы 
Бореля — Лебега, существуют конечное открытое покрытие (U,), <; 
<iga 


1) Напомним, что всякое алгебраическое многообразие является непри- 
водимым пространством Зариского (пример 2.1.4). — //рим. ред, № 
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пространства Х, индексы A; и сечения s;€ «Я ,,(U,), которые „пред- 
ставляют“ $ на И;. Положим У, = = (01...01 U, и построим теперь 
индукцией по р с. пучка ea над у, которое представляет $ 
на V,. Тем самым теорема будет доказана.” 

Построение тривиально для р==1. Остается сделать переход 
ot ркр-Ё1. Пусть ¢ — сечение из F¥ , (У ›), которое представляет $ 
на V,. Так как Х есть пространство Зариского, то таким же будет 
и всякое его подпространство, в частности, и У,ПИ,.1. Таким 
образом, в силу первой части доказательства каноническое отобра- 
жение 


Ни 214 «Я (УП Ир) > < (УП Ир) 


взаимно однозначно. р все сводится к случаю, когда 
h=A)piy И Ё==5,41 На У,ПИ,.ь, что, очевидно, завершает доказа- 
тельство. 

Из полученного результата вытекает, что индуктивный предел 
вялых пучков над пространством Зариского есть вялый пучок. 
Действительно, пусть «Я -—- индуктивный предел вялых пучков oF y 
и $— произвольное сечение пучка cf над открытым множеством (7. 
Так как И — пространство Зариского, то предыдущий результат по- 
казывает, что существуют индекс A и сечение $) пучка oF, над U, 
которое представляет $ над U. Продолжим $) на все Х и рас- 
смотрим сечение пучка of, которое индуцировано продолжением 
сечения 5). Ясно, что последнее является продолжением сечения $ 
на все Х, что и требовалось доказать. 

Аналогичные рассуждения показывают, что индуктивный предел 
мягких пучков над компактным пространством есть мягкий 


пучок. 


$ 4. КОГОМОЛОГИИ CO ЗНАЧЕНИЯМИ В ПУЧКЕ 


Во всем этом параграфе слово „пучок“ обозначает пучок абеле- 
вых групп. 


4.1. Дифференциальные пучки. 


Пусть Х — топологическое пространство. Градуированным пучком 
над Х называется всякая последовательность „5“ == 2 пучков 


над Х. Говорят, что „5? есть компонента степени й в „9. Если Т— 
функтор, определенный на категории пучков, со значениями в кате- 
гории абелевых групп (или в любой другой абелевой категории), 
то через Т(.9”) мы будем постоянно обозначать градуированную 
группу (Т(.9”) нет: В частности, для любого семейства носителей Ф 


в Х положим 


Г”) = CaP ez: 


Заметим, что прямую сумму групп Г. (.9") нельзя, вообше говоря, 
отождествлять с группой Е: Поэтому полезно отличать по- 


следовательность пучков от пучка, являющегося прямой суммой 
членов этой последовательности. . 

Пусть „57 и of* — два градуированных пучка над Х. Гомомор- 
физмом степени г градуированного пучка „97 в оШ* называется 
последовательность f == (f") гомоморфизмов пучков f” : GF" —> от”, 
Гомоморфизмы степени г =O будут называться просто гомоморфиз- 
мами градуированного пучка 7 в оЙ*. Это определение, очевидно, 
позволяет говорить об абелевой категории градуированных пучков 
над Х. 

Градуированный пучок „9 над Х называется дифференциальным 
пучком (или пучком комплексов), если на нем определен гомомор- 
физм 4: F*—> „97 степени г, такой, что 42 =0. Если не будет 
оговорено противное, мы всегда будем предполагать г = 1, что 
не ограничивает общности. 

Пусть „9” и of*— два дифференциальных пучка. Пучок ef* 
называется дифференциальным подпучком пучка _97*, если ой” 97" 
для всех п и дифференциал 4 на о” индуцирован Se a a 
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в F*. С другой стороны, гомоморфизмом дифференциального 
пучка .f* в ofM* называется гомоморфизм градуированных пучков, 
имеющий степень 0, коммутирующий с дифференциалами B_Y* и of", 
Можно, очевидно, говорить об абелевой категории дифференциаль- 


ных пучков над Х. 
Пусть „9“ — дифференциальный пучок. Будем всегда полагать 


$" (.97*) = =" == Ker ( <" me pnt): 
BP) = B= 1m( gr! Sg"), 
SOP) = BL VB" (LF). 


Последнее определение имеет смысл в силу равенства 4? = 0. Пучок 
GO" (F") называется производным пучком степени п дифференциаль- 
ного пучка _9”. 

Пусть Т — ковариантный аддитивный функтор, определенный на 
категории пучков с базой Х, и со значениями, например, в кате- 
гории абелевых групп. Для всякого дифференциального пучка _57* 
градуированная группа Т(.57“) каноническим образом снабжена диф- 
ференциалом 7Т(4)=а: Т(.9”") > Г" 1!) (соотношение T(d)? =0 
выполняется, так как Т предполагается аддитивны м). Takum образом, 
T(.H"*) является не только градуированной группой, но и комп- 
лексом. Это имеет место, например, для групп Г. (.57”) и *(A), 
где А — произвольное подмножество в Х. Особенно важен случай, 
когда Т точен слева. В этом случае из точной последовательности 


j а 
">" 
следует точная последовательность 
я Ogi ac A Os ele 
т. е. можно каноническим образом отождествить Т(%") с группой 
коциклов комплекса Т(9”) степени п, что мы и будем всегда 
делать. Наоборот, группу Т(%") нельзя отождествить с группой 
кограниц степени 2 в Т(.57"). Можно только сказать, что группа T(H") 
содержится в группе коциклов степени п для Т(. 9”). 
Если функтор Т точен, то положение намного проще. Из точ- 
ных последовательностей 
О 2 би и! 0 
0—9" -> Z" > 90" >0 
вытекают аналогичные точные последовательности для функтора T, 
так что группа кограниц степени п в Т(. 9”) есть не что иное, 
как T(B"), и 
Н"(Т( 9”) ) = Т(98" (.9”)), если Т точен. | 


\ 
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Например, для всякой точки х из Х имеем канонический изоморфизм 


A" (.97" (x)= HH" (F") (х), 


который в принципе позволяет легко вычислять производные пучки 
пучка 97. Их можно вычислить также следующим образом. Ясно, 
что пучки 3” и 5" порождены предпучками 


И-— 2" (92 (0)), И- В" (92 (Ц)), 


первый из которых является даже пучком. Отсюда вытекает, что 
производный пучок JC" (9) порожден предпучком 


Pas Gey) 


(для доказательства этого достаточно заметить, что если имеется 
точная последовательность предпучков, то пучки, порожденные 
этими предпучками, снова образуют точную последовательность, 
так как индуктивный предел точных последовательностей является 
точной последовательностью). 


4.2. Резольвенты пучка. 


Пусть задан пучок ‹& с базой Х. Резольвентой пучка A (или, 
точнее, когомологической резольвентой пучка Vl) называют любую 
точную последовательность пучков вида 


а а 
Gh ее (1) 
Такая резольвента очевидным образом определяет дифференциальный 
пучок „97“ — (9) с YF" = 0 при n<0, производные пучки кото- 
рого равны 


Ff) =A, 98"( 9) =0 для п-0. 


Если Т — ковариантный аддитивный функтор со значениями в ка- 
тегории абелевых групп, то Т(.9”) является коцепным комплексом 
и имеется канонический гомоморфизм группы T(4) в группу ко- 
циклов степени О этого комплекса. Если Т точен слева, то T(A) 
отождествляется с этой группой, а если Т точен, то Т(97”) есть 
резольвента группы Т(4). Например, „”“(х) для всякого ХЕХ 
является резольвентой группы o£ (x). 

Так как производные пучки пучка „5“ порождаются предпучками 
U+>H"(¥(U)), то для того, чтобы последовательность (1) была 
резольвентой, необходимо и достаточно выполнение следующих 
условий: 

(а) сечения пучка A отображаются взаимно однозначно в се- 
чения пучка „97; 
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(6) если $ — сечение пучка 90 над открытым множеством U, 
то для того, чтобы 4$==0, необходимо и достаточно, чтобы 
$5 было сечением пучка A; 

(с) если $— сечение пучка SF" (n>1) над открытым MHO- 
экеством U, то для того, чтобы ds—0, необходимо и доста- 
точно, чтобы для всякого достаточно малого VCU существо- 
вало бы такое сечение $’ 6 F"~'(V), что s=ds’ на У. 

Рассмотрим два пучка x и %, гомоморфизм f: —-> %, две 
резольвенты „9 и of* пучков Фи # и гомоморфизм дифферен- 
циальных пучков go: ©” > о*. Мы скажем, что 2 совместим с f, 
если диаграмма р 
{ot 
> ой*, 

B которой по вертикали имеем канонические вложения, коммута- 
тивна. 

В заключение приведем примеры резольвент. 

Пример 4.2.1. Пусть Х — произвольное топологическое про- 
странство, А — абелева группа, которую можно отождествить с про- 
стым пучком над Х со слоем А. Тогда пучки коцепей Александера — 
Спаньера над X со значениями в А (пример 2.5.2) образуют ре- 
зольвенту пучка А. 

Пример 4.2.2. Пусть Х — дифференцируемое многообразие. 
Тогда пучки 9” образуют резольвенту простого пучка над X со 
слоем В (пример 2.5.1). 

Пример 4.2.3. Пусть задана резольвента 


0>Z> P> FI>... 


для простого пучка над X co слоем Z (аддитивная группа целых 
чисел), и предположим, что пучки 97” не имеют кручения (т. е. 
абелевы группы .f"(x) не имеют кручения). Тогда для всякого 
пучка A над X последовательность 


0—7% И — YFPOA> ABA... 


будет точной, как это видно из рассмотрения слоев над точками. 
Следовательно, дифференциальный пучок „9 @ct является резоль- 
вентой пучка cf. 


4.3. Каноническая резольвента пучка. 


Пусть Я — пучок с базой Х. Обозначим через (@%(Х; vf) пучок 
ростков не обязательно непрерывных сечений пучка A. Сечением 
пучка @°(X; М) над открытым множеством И является тогда ото- 
бражение $ множества И в накрывающее пространство v£, которое 
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подчинено единственному условию p(s(x))==x для всех xEU. 
Операторы ограничения в @°(X; A) определяются очевидным образом 
Ясно, что имеется каноническое вложение 


J: A> @°%(X; A 
и что пучок @°(Х; 4) является вялым пучком (см. п. 3.1). 
Определим теперь пучки @”(Х; 4) следующим образом: 

CVX, = @°(Х; S1X% A), rae ZX; Я) = ON: A) A; 
C7(X, A)= C°(X; S2(X; AD), rae %2(Х; A= OMX: A) : (А; A 
и т. д. Все эти пучки — вялые. 

Имеем, кроме того, гомоморфизмы 
4: @"(Х; > в" (X; A), 

которые получаются композицией эпиморфизма 

@"(Х; A) -— BMX A= @"(Х; ALS (X 9 
с вложением 

ВХ; > ©" (А; 9) = OOK; BX; )). 
Ясно по самому построению, что мы имеем точную последова- 
тельность 

0—4 —^ в; 4-4 вцх; AS.... 

Иначе говоря, мы построили каноническим образом резольвенту 
пучка 6, состоящую из вялых пучков. Будем обозначать ее через 

C(x; A). 


Для всякого семейства носителей Ф в Х положим 


С A) =T6(@* <; 4). 


Отображения 


A> C'(X; 4), Я—>Се(Х; A) 


можно рассматривать как ковариантные аддитивные функторы, опре- 
деленные на категории пучков над X, со значениями: первый — в Ка- 
тегории дифференциальных пучков, второй — в категории коцепныл 
комплексов. Эти функторы точны. 

Действительно, рассмотрим точную последовательность 


0-0 >A и > 0. 


Для всякого открытого множества U из нее, очевидно, получается 
точная последовательность 


0 —1, A! (x) +I (x) >I, A” (x) > 0 


13 P. Годеман 
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Отсюда следует, что 
0> @°(Х; М) - @°(Х; A> @°(Х; М0 


является точной последовательностью предпучков и тем более пучков. 
Переходя к фактор-пучкам, получаем точную последовательность 


0—51(Х; 4)> (ХЛ; A> SX; м0. 
Отсюда по индукции доказывается точность функторов 


A—> @"(Х; A). 


Точность функторов 


Я—>С+(Х; A) 


вытекает из предыдущего и из теоремы 3.1.3. 

Замечание 4.3.1. Обозначим временно через v€* = (4”) кано- 
ническую резольвенту пучка cf. Покажем, что для всякого ХЕХ 
комплекс с дополнением A*(X) гомотопно тривиален. 

Полагая %"= S"(X; A), достаточно показать (гл. I, тео- 
рема 2.4.1), что для всех п группа &"(х) является прямым слагае- 
мым в @”(x). Но так как @" = @°(X; %”), то достаточно дока- 
зать это для п ==0. В этом случае требуемую проекцию группы £9 (x) 
на v£(X) можно получить, сопоставляя ростку сечения (не обязательно 
непрерывного) пучка ‹& в точке х значение, которое оно принимает 
в х. Тем самым наше утверждение доказано. 

Замечание 4.3.21). Для сечений пучков «= @2(Х; A) 
можно дать явную конструкцию, которая имеет связь с коцепями 
Александера — Спаньера. 

Рассмотрим в Х открытое множество И. Сечением пучка 4° 
над U является, очевидно, функция 


0—1 (50 E (хо, 


определенная в U, а в остальном произвольная. Так как, с другой 


стороны, 
t= @°(Х; 2 / A), 


то сечением пучка vf! над U является функция f(x) со значениями 
в фактор-группах ‹@ (х,)/ (хо). Но по предыдущему замечанию 
группа ‹® (х) есть прямая сумма подгруппы « (х) и подгруппы of (х), 
образованной ростками сечений (не непрерывных) пучка «в точке x, 
которые в точке X принимают значение 0. Поэтому сечение f 
пучка 1 над U можно представить как функцию 


xy SMe olf? (xp). 


1) Чтение этбго замечания He нужно и даже`вредно для понимания этого 
параграфа. Оно требуется только в $ 6, где будет играть, впрочем, чисто 
вспомогательную роль. 
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Заметим, с другой стороны, что элемент f (х,) Е N(x) представ- 
ляется (не взаимно однозначным образом) отображением 
x, > Л (Xp, x,)E и (>), 
определенным в некоторой открытой окрестности (ху) точки Ху и 
равным 0 при х, = хо. Следовательно, сечениями пучка A! над U 
являются функции 
Л, хде), 


СИ, x,€ U(x) 


Л, хд=0 для всех x, EU. 
При этом две функции f' и }"” определяют одно и то же сече- 


ние пучка A! над Ц тогда и только тогда, когда всякий ХЕ U 
06 ладает такой окрестностью У (xX), что 


РО ото Хх) для HEV GD: 


Предыдущая конструкция позволяет также дать явное выражение 
для оператора 4: .@8-> И. Действительно, пусть нам задано сече- 
ние f пучка 8 над U, т. е. отображение 


Xo > F(X) 8 (9) (% ЕЦ). 
Тогда df есть сечение пучка ‹ /.%, полученное из / переходом 
к фактор-пучку. Если представить df функцией со значениями 
в группах o°(x)), то будем иметь 

af (хо) =f (хо) mod (хо), 


где f (хо) Е (ху) есть росток непрерывного сечения пучка «8, 
определенного, с помощью f в точке ху. Представим df (ху) отобра- 
жением 


определенные для 


#й такие, что 


X,—>adf (Xo, ХЕ (>), 
определенным в окрестности точки х,. Тогда предыдущее соотно- 
шение будет выражать просто то, что сечение пучка ch 

х —а/ (Xo, Хх) — Л (*) 
непрерывно в ху. Так как df (x9, х)=0, то это отображение 
в окрестности точки Ху является непрерывным сечением пучка ut, 
принимающим в точке ху значение — / (ху). Если мы обозначим 
через 

х:— f (%0) (x) 
какое-нибудь из непрерывных сечений, определенных в И(ху) и 
равных /(%) при х==ху, то мы получим окончательно формулу 
af (Xp. м) = Л — Л (%9) (%), 


которая имеет место при № ЕЦ, x, Е U (x). 
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Наконец, так как ой = @°(X; £°// A), то то же самое рассуж- 
дение, что и выше, показывает, что для любого x группа -€!(x) 
разлагается в прямую сумму подгруппы &%1(х) == oN (х) и подгруппы 
oN"! (х), образованной ростками сечений (не непрерывных) пучка 21, 
принимающих в точке х значение 0. 

Если представить сечение f(x), x) пучка vf! отображением 


Хо —> И (Xp) € ob? (Xo), 


то ясно, что росток Те! (x), определенный сечением f в TO- 
uke x, принадлежит ‹\"!(х) тогда и только тогда, когда f (x)= 0. 
Так как f(x) является ростком в точке х сечения (не непрерывного) 
пучка x, определенного отображением x,—> f(x, х1), то мы видим, 
что соотношение 
ЛЕ «М1 (x) 

эквивалентно тому, что f(x, x,) =0, когда х, достаточно близка к Х. 

Прежде чем распространять эти результаты на случай произволь- 
ной степени р, заметим, что, полагая ZB? = S?(X; A= ИР”! / SP," 
будем иметь соотношение 

AP = @°(Х; BP), 

и, следовательно, для всякого x группа v€?(x) представляется в виде 
прямой суммы подгруппы &? (x)= -!(х)/ %2-'(х) и подгруппы 
AN? (x), образованной ростками не непрерывных сечений пучка JZ”, 
которые принимают значение 0 в точке х. Теперь можно сформулировать 
следующие утверждения, которые будут доказываться индукцией по р. 

(a,) Всякое сечение пучка A? над открытым множеством Ц 
можно задать функцией F(X), м, ..., Xp) (хр), равной 0 при 
Хх. =х, & определенной на множестве вида 

XE U; Е U(x); ...; ВЧ (Xp, ..., Хр), (1) 

где через И (ху, ..., Xj) обозначено открытое множество, содер- 
жащее х; и зависящее от Ху, х1,..., X; Кроме того, две функ- 
ции Г’ и f" определяют одно и то же сечение пучка A? тогда 
и только тогда, когда они совпадают на некотором множестве 
вида (1). 

(b,) Гомоморфизм 4: 7! -> A? задается формулой 


pai 
а хр = (lS не Е 
СИЛ (%, oe м, (хр), (2) 


где через f (Xo, ..+, х›_)(х,) обозначено значение в точке x, 
некоторого непрерывного сечения пучка A над И (Xp, i bey Ху, 
которое равно Л(ху,..., Х,_1) При X,=X,_). 


(c,) Пусть Г — сечение пучка AP в окрестности точки x, 
представленное функцией F(X, м, ..., Xp) El (Xp), Для того 
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чтобы росток ок) Е AP (x), определяемый сечением f вх, при- 
надлежал подгруппе N?’ (x), необходимо ц достаточно, чтобы 
f(x, хь..., Хр ==0 (3) 


на множестве вида 
жЕЦ0, x,EU (4), ..., HpEU (м... Ха), 


где И — окрестность точки x. 

Нам достаточно доказать, что если эти утверждения верны для 
р— 1, то они верны и для р. Докажем сначала (a,). Пусть f —ce- 
чение пучка v€? над U, т. е. не непрерывное сечение пучка 3? 
над Ц. В силу канонического изоморфизма 3? (x) = oe?! (x), сече- 
ние f можно представить отображением 

-1 
Xo > F(X) EMP! (xq) (Xp EU). 
Но по предположению (ар), Ff (xp) представимо отображением 


ро Xp) Eb (Xp), 


определенным для x, U(x), ..., *X,E U(x, ..., Xp_1), которое 
можно считать равным 0 при x == Xp. так как f (Xo) Е oN?~' (ху). 
Отсюда сразу следует утверждение (a,). 

Пусть теперь f — сечение пучка Heo, представленное функцией 


Рони х р-1). 


Вычислим функцию df (Xo, ..., *,), которая представляет сечение df 
пучка ‹Р. Если представить df отображением x—>df (x) ENP! (x), 
то, очевидно, будем иметь соотношение 


df (xo) = f(x) mod &Р-' (ху), 


где f (x)€ 27! (х) есть росток сечения пучка -€?~', определенный 
с помощью { в точке x. Но по свойству точности имеем 


BPO (x) =a (NP? (x)), 
Tak что найдется росток — 
#2 (хе Nr-? (хо, 
df (хо) == 7 (хо -- dg (хо. 


Если представить &(х,) функцией & (ху, м, ..., Х,_1), определен- 
ной для х, СО (%0) ит. д., то утверждения (a,_,) и (®,_1) покажут, 
что предыдущее соотношение можно записать в виде 


df (хо, .... Хр) = 1 (у, ees Xp) 
pel : ^ | 
+3 ах. Xp ee ¥y) + (—1P" B(Xq. + +s Xp-1) (Xp) 


такой, что 
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причем это равенство имеет место на множестве обычного вида. Мы 
выведем отсюда утверждение (Ъ,). 

Согласно (с„_5), можно предполагать, что & (хо, Xj, ..., Хр-2) =0, 
как только х,==х,. Это же верно и для 4/ (ху, ..., Хр) в силу 
утверждения (a,), которое мы уже доказали. В предыдущей формуле 
положим ху = |, Что даст соотнашение 


O= fF (Xq, Xo, ees Xp)t+ EX Xp oes Хр), 


имеющее место на множестве вида х. U(x), .... Выражая & из 
этого соотношения и подставляя результат в формулу для df, мы 
получим утверждение (D,). я 

` Рассмотрим, наконец, росток f (x)€4?(x), определяемый сече- 
нием f пучка of? в окрестности точки x. Представим f функцией 
f (x) EN?! (x). Тогда соотношение f (х) 6 ol’?! (х) будет эквива- 
лентно соотношению /(х)=0. Но так как росток }(х) 6 ИР (х) 
определен функцией f(x, Xo, ..., х,-1) переменных Ху, ..., Хр 
то утверждение (с„) есть следствие утверждения (с„_1). 

Отметим аналогию, существующую между формулой (2) и фор- 
мулой, дающей дифференциал коцепи Александера — Спаньера (при- 
мер 2.5.2). Существенным отличием от классической ситуации яв- 
ляется условие 


(о Хо Xr с... Хр) =O, 


налагаемое на коцепи, рассматриваемые здесь. Позднее (п. 6.4) мы 
покажем, что если убрать это условие, то мы получим другую ре- 
зольвенту пучка o£, состояшую из вялых пучков, которая к тому 
же обладает естественной „полусимплициальной структурой“, чего 
нет в случае канонической резольвенты. 


4.4. Когомологии со значениями в пучке. 


Пусть заданы пространство Х, семейство носителей Ф в Хи 
пучок ‹ с базой Х. Положим 


Hg (X; = Н" (СХ; 2))ъ. 


Если имеется гомоморфизм f:v€—> ®, то он очевидным образом 
индуцирует ‘гомоморфизмы 


РЕН A> HX 9. 


') Эти группы называются группами когомологий пространства X ca 
дначениями в пучке Au в носителями цз семейства Ф. — Прим. ped. 
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Теорема 4.4.1. Функторы A>Ts(4) и ИН; A) 
изоморфны. ЗЕ 
Действительно, из точной последовательности 


O-> A+s @°(Х; A) @1(X: A 


и из того, что фучзтор Ts точен слева, вытекает точная последова- 
тельность 


0 а 1 
0— Г): £)-4 CE: A. 
Теорема 4.4.2. Всякой точной последовательности пучков” 
0-я —> 0 
соответствует точная последовательность когомологий вида 
j* ы 8 1 j* 

0— Гь (6 2 eee ОР Нъ(Х; о ЕЕ tee 
Кроме того, если имеем коммутативную диаграмму точных 
последовательностей | 

0>H-A->A">0 


+ + у 
0—> B'-> B > B" 0, 


то диаграммы 
2 (X; A") HEX; 4) 
} г 
НХ НИХ; 8) 
коммутативны. 


Точная последовательность когомологий получается из точной 
последовательности комплексов | 


0->Сь(Х; A) > Ca (X; ®-Сь(Х; 4”) > 0. 
Вторая часть теоремы получается, если написать коммутативную диа: 
грамму комплексов, соответствующую заданной диаграмме. 
Следствие. /Лусть 0> A'S A> A" —>0 — точная после- 


довательность пучков с базой Х. Для того чтобы. соответст- 
вующая последовательность 


0—> Г» (И > Гь (4 —Гь (4—0 


была точной, достаточно, чтобы Hex; wt’) = 0. 
Теорема 4.4.3. Пусть Х — топологическое пространство, 
Ф — семейство pees в Хи Я— пучок над X. To-da 


ъ(Х; =0 npu n>! 


в следующих двух случаях: 
(а) пучок A — вялый; 
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(5) семейство Ф — паракомпактифицирующее и A — Ф-мягкий 
пучок. 
Действительно, напишем точную последовательность 


00> A> CCX; М) @((Х; м)-.... 

В случае (а) все пучки, участвующие в ней, вялые и можно приме- 
нить теорему 3.1.3. В случае (5) все пучки являются Ф-мягкими и 
можно применить теорему 3.5.4, что и доказывает теорему. 

Отметим еще следующий результат, который нам будет полезен 
в § 5. 

Теорема 4.4.4. Лусть («Я j)icr— локально конечное семей- 
ство пучков с базой Х, «Я — прямое произведение пучков F ,. 
Тогда имеем канонические изоморфизмы 


Н"(Х; 9) = Ш HW": F). 
ict 
Достаточно показать, что имеются канонические изоморфизмы 


C's F)= IE C"(X; F). 


Действительно, в силу определения прямого произведения (п. 2.6) 
мы будем иметь тогда 


T(C*(X; F))= [Tern F ;)) 


и теорема будет следовать из того, что гомологии прямого произ- 
ведения какого-либо семейства комплексов совпадают с прямым про- 
изведением гомологий сомножителей. 

Установим сначала требуемый изоморфизм для n=O. Если И — 
открытое множество, то имеем 


°(Х; 9) (И) =r (x). 


Но так как заданное семейство локально конечно, то 
Я ®«=П я: 
1 
и, следовательно, 
вх; яд )=П Пя, ®=Л Пя ®= 
ХЕИ 161 ТЕГ «EU 
= [Pern Fou, 
что и требовалось доказать. 
Ясно, что пучки @°(Х; «Я }) также образуют локально конечное 


семейство. Следовательно, используя предыдущий результат и со- 
ставляя прямое произведение точных последовательностей 


0+ F,> 6; F)> SX; F) 0, 
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мы получим канонический изоморфизм 
21% =I ZINE p 
1 


Так как мы имеем здесь дело с локально конечным произведением, 
то, применяя результат, относящийся к функтору @°, к этой фор- 
муле, получим канонический изоморфизм 


<" (Хх; 9)=Й C1(X; 9). 


Продолжая дальше и применяя инлукцию по п, мы, очевидно, по- 
лучим требуемый результат, 


4.5. Спектральные последовательности, связанные 
с дифферендиальным пучком. 


Пусть Х — топологическое пространство, Ф — семейство носите- 
лей в Х, „9 — дифференциальный пучок над Х. Рассмотрим бигра- 
дуированную группу 


К=К (9) = СЪ(Х; LI= VGA 99. 
р, 4 
Ee можно рассматривать как двойной комплекс, если дифференциал 
@: 6% (Х; 9-Х; 97) 


определить как дифференциал в комплексе Съ(Х; „9“, а дифферен- 
циал 


"CBX, 9) СЪ (Х; 99+) 


определить как гомоморфизм, с точностью до знака (—1)? индуци- 
рованный дифференциалом „929 > 979+! в <7*. В этом случае будет 
выполнено соотношение 4’4” -- 4”4’ =0, ив К можно определить 
полный дифференциал 4 —= 4’ 4”. Разумеется, К можно рассматри- 
вать как простой комплекс относительно d и градуировки с помощью 
подгрупп 
Kas DCS Oe: 
p-g=n 

`Мы сейчас вычислим обе спектральные последовательности комплекса АК’ 
(гл. I, п. 4.8) или по крайней мере их первые члены. 

Известно, что в первой спектральной последовательности имеем 


(EB! =H? ("НЧ (К)), 


где "НЧ(К) есть 4”-когомологии степени 4 комплекса К, снабжен- 
ного второй градуировкой, и где ‘HP (’H4(K)) — 4’-когомологии сте- 
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пени р комплекса "НУ(К), снабженного градуировкой, которая ин- 
дуцирована первой градуировкой комплекса К, и дифференциалом, 
который индуцирован дифференциалом a’. 

Следовательно, чтобы получить члены степени р в "Н“(К), нужно 
вычислить когомологии степени 4 комплекса 


CBX PY=LDCH(X LF, 
q 
снабженного дифференциалом, который индуцирован с точностью до 
знака (—1)? дифференциалом в 97”. Так как функтор &-—С%(Х; A) 


точен, то, как показано в конце п. 4.1, имеется канонический изо- 
морфизм когомологий рассматриваемого комплекса на группу 


СЬ(Х; 91( 9). Иными словами, имеет место формула 
"ВИ = С%(Х; 984(.9”)). 


При этом дифференциал 4, индуцирован дифференциалом d’ и, сле- 
довательно, 


-. (ES! == Нз(Х; 9(.9”)). (i) 


Точно так же имеем “ES? — "HP? ('НЧ(К)), где '’НЧ(К)— d’-xoro- 
мологии комплекса К, снабженного первой градуировкой. В нашем 


случае членом степени р этой группы когомологии является HG (Х; „9Р), 
т. е. 


"ET = HEX 9”). 
Чтобы вычислить член E,, образуем комплекс 


НУ СХ; 9) = ХНУ; f°), 
Pp 


снабженный дифференциалом, который индуцирован дифференциа- 
лом в _97* (с точностью до знака). Окончательно получаем 


"ES! = H? (H4(X;.¢’)). 


(2) 


Эти формулы являются основными. 

Заметим, что вторая фильтрация комплекса К всегда регу- 
лярна, а первая фильтрация регулярна, если 
| | L"=0 для п<\ц. (3) 
Заметим также, что 


‘Ef =H (Ta). | 6 


Отсюда получается канонический гомоморфизм 


HP Po Се) (К, _ © 
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существующий в силу того, что первая градуировка в К положи- 
тельна. Согласно общей теории спектральных последовательностей 
(глава 1, п. 4.8), гомоморфизм (5) можно также получить следующим 
образом. В двойном комплексе Co(X; 9") элементы первой сте- 
пени 0, аннулируемые дифференциалом 4”, образуют полкомплекс 
относительно второй градуировки и 4”. Обозначим его через ’Z%, 
Каноническое вложение /Z*—>K индуцирует  гомоморфизмы 
Га 
"НР ('20*) -> НР(К), которые совпадают с гомоморфизмами "Е —> 
—> НР(К). В нашем случае 70” отождествляется с Гь(.9Р*”) при 
0 

помощи вложения Гъ(@)->Сь(Х; A), имеюшего место для любого 
пучка o€. Таким образом, мы видим, что гомоморфизмы (5) инду- 
цированы гомоморфизмом комплексов 


Го (92) —>К. - (6) 


4.6. Основные теоремы. 


Рассмотрим вновь гомоморфизмы (5). Если "ES! =0 при g > 1; 
TO эти гомоморфизмы будут изоморфизмами, так как вторая фильт- 
рация комплекса К регулярна. Поэтому из рассмотрения первой 
спектральной последовательности получается следующий результат. 

Теорема 4.6.1. Пусть Х — топологическое пространство, 
Ф — семейство носителей в Хи 97" — дифференциальный пучок 
над Х. Предположим, что комплексы НЗ (x; Ff) ацикличны во 
всех степенях для 921. Тогда существует спектральная по- 
следовательность со вторым членом 


ES! = НУ (Х; 36"(’)), 


у которой член E. есть градуированная группа, связанная с ко- 
гомологиями комплекса `Гъ(.97'), снабженными подходящей 
фильтрацией. 

Рассмотрим теперь гомоморфизм дифференциальных пучков  ~ 


7: Gof". 
Он порождает ггмоморфизм двойных комплексов 
Ca(X; f*)—>C3(X; of") 
и гомоморфизмы соответствующих спектральных последовательно- 
стей. Впрочем, эти гомоморфизмы естественным образом получаются 
из гомоморфизма f, если использовать формулы предыдущего пункта. 
Известно (гл. I, теорема 4.3.1), что если гомоморфизм ’E,—>’E,; 


индуцированный отображением f, является изоморфизмом и первые 
фильтрации регулярны, то гомоморфизм, отображающий когомологии 
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первого комплекса в когомологии второго комплекса, индуцирован- 
ный гомоморфизмом f, также является изоморфизмом. Отсюда по- 
лучаем следующий результат. 

‚Теорема 4.6.2. Пусть Х — топологическое пространство, 
Ф — семейство носителей в Xu f : Y* —>cM* — гомоморфизм диф- 
ференциальных пучков с базой Х. Предположим, что выпол- 
нены следующие условия: 

(а) гомоморфизмы SC! (_ 9") — 5971 (о*), индуцированные гомо- 
морфизмом f, являются изоморфизмами; 

(5) для всех g>1 комплексы НЗ(Х; 97”) и НУ (Х; off’) ацик- 
личны во всех степенях; 

(<) градуировки пучков Sf" и оЙ* ограничены снизу. 

Тогда гомоморфизмы 


H" To (.f")) > Н" Ve (A’)), 


индуцированные отображением f, являются изоморфизмами. 

Заметим, что условие (b) всегда выполнено по теореме 4.4.3 
в следующих двух случаях: 

(b’) пучки 97", of” — вялые (при всех п), 

(b”) семейство Ф — паракомпактифицирующее и пучки „97”, о" — 
Ф-мягкие (при всех п). 

Что касается условия (с), то мы покажем в п. 4.13, что его 
можно снять, если пространство Х имеет „конечную размерность“ 
в том смысле, что найдется такое целое n, что НЪ(Х; 4) =0 для 
всех р пи для всякого пучка ve над Х. 


4.7. Приложение к резольвентам. 
Пусть 
0->И- > F!I>... 


— резольвента пучка „4. Применим предылущие вычисления к двой- 
ному комплексу 


К (.9^*) == СЪ(Х; 9”) = (x; 9”. 
4 So 


Заметим, что в этом случае имеются два важных ОИ: 
которые являются о 


C3(X; A) > C3 (X; 9) ATs (97). (0 


При этом образ мономорфизма jf” состоит, очевидно, из элементов 
второй степени 0, которые аннулируются дифференциалом 4”, 
а Im(j’) состоит из элементов первой степени 0, аннулируемых диф- 
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ференциалом 4’. Отсюда вытекает, что соответствующие гомомор- 
физмы 


НУ (X; №) > H" (kK) Н" (То (97°) (2) 
отождествляются с гомоморфизмами 
В — H" (К) <-"Е”, 


которые определены для любого двойного комплекса с положи- 
тельными градуировками, если отождествить vt Cc 960(. 97) и ис- 
пользовать формулу из п. 4.5. 


Заметим, что в данном случае группы 
(EN = Нъ(Х; 964 (.9”)) 
равны 0 для 92.1 и, следовательно, гомоморфизмы 
у": Hb (X; A)» HK) 


являются изоморфизмами. Поэтому из j/* получаются канониче- 
ские гомоморфизмы 


н" (27) HEX: A), | 3) 


которые определены для любой резольвенты .F* пучка A, 
Разумеется, в действительности получается значительно болеё 
полный результат: существует спектральная последовательность, 
для которой 
4 р 
= H” (H4, (X; 9”) 
и в которой член Е» есть градуированная группа, связанная 


с подходящим образом фильтрованной группой Нъ(Х; A). 
Укажем коротко, как можно получить гомоморфизмы (3) при 
помощи элементарных рассуждений. Положим 


2 = Ker (9! > 921 *\). 
Тогда точные последовательности 
0— go> > gat >0 
и теорема 4.4.2 приводят к гомоморфизмам 
8: НЫ (Х; 41) НЕХ; 89. | (4) 
Получаем последовательность гомоморфизмов 


Гь(&") = H3(X; &") > Нъ(Х; B"” и. ры 
Е. — HX: A). 
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Композиция этих гомоморфизмов дает гомоморфизм Гъ»(®”) > 
— Нь(Х; A), который вместе с эпиморфизмом Ге ( 3") > A" (Te (.9") ) 


и определяет гомоморфизм (3). 

Изучим теперь основные свойства гомоморфизмов (3). Прежде 
всего очевидно следующее свойство. 

Теорема 4.7.1. Пусть Х — топологическое пространство, 


Ф — семейство носителей в Х, 9 — резольвента пучка A. Ka- 
нонические гомоморфизмы - 


H" (Г (.9") )-> Ho (Х; 4) 


являются изоморфизмами в следующих двух случаях: 

(a) пучки 97 — вялые при всех 4; 

(5) семейство © — паракомпактифицирующее и пучки 927 — 
Ф-мягкие для всех 4. 

. Вообще эти гомоморфизмя являются изоморфизмами, если 
НР (H4(X; 92*)) = 0 для всех g>1 u p>O. 

Пример 4.7.1. Пусть Х — топологическое пространство, © — na- 
ракомпактифицирующее семейство в Х, А— абелева группа. Ko- 
цели Александера — Спаньера пространства Х со значениями в А 
образуют резольвенту c¥*(X; А) простого пучка A, состоящую 
из Ф-мягких пучков. Следовательно, группы Нъ(Х; А) можно вы- 
числять при помощи сечений с носителями в Ф дифференциаль- 


ного пучка сЯ *(Х; А) (точное определение этих сечений см. в при- 
мере 3.9.2). 

Пример 4.7.2. Пусть Ф — паракомпактифицирующее семей- 
ство. Рассмотрим резольвенту 


0->7-— 920 -> Fi->... 


пучка 2, состоящую из Ф-тонких пучков без кручения. Тогда для 
любого пучка / дифференциальный пучок „97“ ® vé является резоль- 


вентой пучка uf, состоящей из Ф-мягких пучков (теорема 3.7.3). 
Следовательно, имеем канонические изоморфизмы 


Ho(X; 9) = Н" (Гъ(.9"® A)). 


Пример 4.7.3. Пусть Х — дифференцируемое многообразие. 
Существует резольвента простого пучка В на Х, образованная пуч- 


ками 97” ростков дифференциальных форм. Эти пучки являются 
Ф-мягкими для всякого паракомпактифицирующего семейства Ф. Та- 
ким образом, группы Нь(Х;В) можно вычислять при помощи 
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комплекса дифференциальных форм на Х с носителями!) в Ф 
‚(теорема де Рама). Вместо дифференциальных форм можно было бы 
‚использовать потоки. Итак, мы видим, что если X паракомпактно, 
то следующие свойства эквивалентны для любого целого р: 

(а) Всякая замкнутая дифференциальная форма степени р 
(dw = 0) в Х есть точный дифференциал (® = dw). 

(5) вещественные когомологии степени р многообразия Х 
равны 0. 

Таким образом, ответ на вопрос, разрешимо ли уравнение w = dw 
при dw =0, зависит исключительно от топологического строения 
многообразия Х. Во втором томе этой книги будет произведено 
более детальное изучение дифференциальных форм в связи с сингу- 
лярными когомологиями. Здесь же мы привели только самый эле- 
ментарный результат. 

Продолжим общее изучение гомоморфизмов (3). 

Теорема 4.7.2. Пусть Х— топологическое пространство, 
Ф — семейство носителей в Х, _9Р* и M* — резольвенты пучков A 
и %№. Пусть задан гомоморфизм в: 97" > о", индуцирующий 
гомоморфизм f :%—> 4. Тогда диаграммы 


НС») H" т (M")) 


у ae 
Ho(X; et) > НХ; ®) 
коммутативны. 
Доказательство следует ИЗ коммутативности диаграммы 


Co и. т. 9”) < Го и 


Ca (Х; ®)-> Cy (Х; оЙ*) <- Гь (ой). 


Пример 4.7.4. Пусть Ф — паракомпактифицирующее семей- 
ство и .f* — резольвента пучка Z, образованная Ф-тонкими пучками 
без кручения. Тогда, пользуясь указанными выше (пример 4.7.2) 
отождествлениями, можно вычислить гомоморфизм 


Г: Нь(Х; A) > Нъ(Х; %), 
рассматривая гомоморфизм 1@f: A*@OA> Y* SFM и romomop- 


физмы 
Н" Vo( f° @A))> HT (28 #)), 
которые получаются из него очевидным образом. 


1) Пусть о — дифференциальная форма степени р на Х. Носитель 
формы « как носитель сечения пучка ©Р есть наименьшее замкнутое 
множество ||, такое, что w индуцирует на Х\|®| нулевое сечение 
пучка ЭР, т. е. такое, что ограничение дифференциальной формы w на Х \ | ®| 
равно 0. Это определение носителя дифференциальной формы совпадает 
с обычным, ° 
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Наконец, операторы 8, связанные с точными последовательно- 
стями пучков, также могут быть вычислены с помощью резольвент. 

Теорема 4.7.3. Пусть Х — топологическое пространство, 
Ф — семейство носителей в Хи F', F, <" — резольвенты пуч- 
ков A’, A, A”. Предположим, что имеется коммутативная 
диаграмма точных последовательностей 


Oo > Ao и’->0 


} $} 
0—5” > SF > 9 >0, 


ц, наконец, предположим, что последовательность 
0-> Tse (FH) Te CY) > Гь FY") > 0 


точна (это условие всегда выполняется, если рассматриваемые 
резольвенты состоят из вялых или Ф-мягких пучков1)). Тогда 
диаграммы 


HH Ce (£")) +H" Ce’) 


H4 (X; A") 2 HS (XA) 


коммутативны. 

Чтобы увидеть это, достаточно написать следующую коммута- 
тивную диаграмму, состоящую из точных последовательностей, 
и перейти к соответствующим точным последовательностям когомо- 
логий: 


0 —> Сь(Х; М) ->Сь(Х; A) > Съ(Х; 0 
+ + | 
0—Сь | FL!) > Сь и L)—>Co Lf )—>0 


O>Te(H’) — Г) —>Гь( 9") - 0. 


Пример 4.7.5. Пусть „97 — резольвента пучка Z, образованная 
Ф-тонкими пучками без кручения 2). Тогда точная последовательность 
когомологий может быть получена из точной последовательности 
комплексов 


0>Te CF" ® 4) > Г (7 ® М) >To H* Bk") > 0 


при помощи отождествлений, сделанных в примере 4.7.2. 


') В последнем случае нужно еще, чтобы семейство Ф было параком- 
пактифицирующим. — pum. ред. 

?) Нужно предположить также, что Ф — паракомпактифицирующее семей- 
ство. — Прим. ред. 
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4.8. Аксиоматическая характеристика групп когомологий. 


Пусть Х — топологическое пространство и Ф — семейство носи- 
телей в Х. Мы покажем вкратце, не входя в утомительные, но 


в общем тривиальные подробности, как свойства функторов Hy (Х; A), 
изложенные в п. 4.4, позволяют охарактеризовать эти функторы 
с точностью до изоморфизма. 

Действительно, предположим, что заданы лва ковариантных ад- 
дитивных функтора 


A—->'HE(X; A) и д—>”НьХМ (n=0,1,...) 


со значениями в категории абелевых групп, удовлетворяющие усло- 
виям п. 4.4, а именно: 
(1) имеются изоморфизмы функторов 


р: Г-Н: A), 
I”: ГО" НХ; A) 
(П) всякой точной последовательности 
0.4’ > A> A’ 30 
сопоставлены гомоморфизмы 
8 HG (X; A") "Ну (Х; 4’), 
"НЕХ: A) "HEX: A), 
функторно зависящие om Ги г, и точные последовательности 
кие НН 
Be ECE 5 ыы 
oo HEX: A) AG (X: A(X A) LS 
L5"H3''(X; A> «0.3 
(По 'Нъ(Х; ="Ну(Х; й)=0 при п>1, 


если A— вялый пучок. 
Мы покажем сейчас, что при этих условиях существуют изомор- 
физмы функторов 


T* : ‘Hg (X; ®)-—"Нъ(Х; A), 


совместимые с операторами 5’ и 8”, 
Прежде всего условие (I) сразу же дает изоморфизм 


Php. 


14 Р. Годеман - 
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-1 
Рассуждая по индукции, предположим, что 7" уже определен, 
и покажем, как определить 7”. 
Для этого рассмотрим точную последовательность пучков 


0-> £-> C°(X; 4) BMX д) >0. (1) 


В силу условия (П) эта последовательность дает две точные после- 
довательности когомологий. Рассмотрим теперь два случая. 

Если n==1, то в силу аксиом (I) и (II) получим слелующую 
коммутативную диаграмму 


0—> Г (4) > C3 (X; Ah) > Za (X; A) "> /H3 (X; №0 
+ + x 
OTe (4) > C3 2 A> "HEX: A) —> 0, 


в которой три вертикальные стрелки обозначают тождественный 
изоморфизм, полученный посредством изоморфизма T° (мы положили 


Zo(X; ) =Te(S'(X3 A))). 


Отсюда вытекает, что существует, и притом единственный, изо- 
морфизм функторов 
Г :’Нь-”Нь, 


который сохраняет предыдущую диаграмму коммутативной. 

Предположим теперь, что п_> 1. Тогда из точных последова- 
тельностей когомологий (1), принимая во внимание условие (III), по- 
лучаем диаграмму 


ОНУ (ха нь A) > 0 
т" 


O->"Ha”'(X; B1(X; #)) "HG (Xs A) > 0, 


в которой строки точны. Отсюда следует существование единствен- 
ного изоморфизма функторов 


в 
TT": (HGH, 


превращшающего эту диаграмму в коммутативную. 

Остается только проверить, что таким образом построенные 
естественные преобразования удовлетворяют всем поставленным ус- 
ловиям. Мы предоставляем сделать это читателю. 

Пример 4.8.1. Мы используем сейчас предыдущий результат для 
решения следующей задачи. 

Kak мы уже видели, со всякой резольвентой _/* пучка uf свя- 
зан канонический гомоморфизм 


H* Vo (.97°))-> Нь(Х; A). 
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Если применить этот результат к канонической резольвенте 
„97 = @`(Х; ®), то получим (так как это вялая резольвента) изо- 
морфизм 

T (A): Нъ(Х; A) —> Нъ(Х; A). 


Совсем не очевидно a priori, что этот изоморфизм тождественен. Од- 
нако мы покажем, что на самом деле это так. 

Действительно, в силу общих теорем п. 4.7 Т на самом деле 
есть изоморфизм функторов, совместимый с операторами 8 точных 
последовательностей когомологий. Поэтому, чтобы доказать, что Т 
тождественен, достаточно доказать это для когомологий степени 0, 
последнее же очевилно. 

Мы предоставляем читателю непосредственное рассуждение отно- 
сительно двойного комплекса 


Co(X; C*(X; A))- 


Прямое доказательство получается из рассмотрения дифференциаль- 
ного пучка @*(Х; @*(X; @)), снабженного своим дифференциалом 
и полной градуировкой. 


4.9. Когомологии локально замкнутого подпространства. 


Пусть Х — проётранство, А — локально замкнутое подпростран- 
ство в Х и _9— пучок с базой Х. Если Ф — семейство носителей 
в А, то положим для краткости 


Нъ(А; 9) = Но(А; | А). 


Если элементы семейства Ф замкнуты в Х, то Ф можно рассматри- 
вать также как семейство носителей в Х и можно определить 
группы Н(Х; Ff). 

Пучок „97 с базой Х мы будем называть локально сконцентри- 
рованным на A, если для всякого x€ A найдется такая открытая 
в Х окрестность Ц, что „© индуцирует 0 на U\ UPA. В част- 
ности, это будет иметь место, если FY сконцентрирован на А, т. е. 
если .f индуцирует 0 на X\ А. : 

Покажем прежде всего, что без всяких предположений относи- 
тельно А или „9 можно определить канонический гомоморфизм 
дифференциальных пучков 


©*(Х; £)| A> @*(4; 2). (1) 


Его достаточно определить в степени 0 и потом итерировать эту 
конструкцию очевидным образом. 


14* 
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Итак, пусть И открыто в А (И не обязательно открыто в Х). 
Мы должны построить естественным образом гомоморфизм 


@°(Х; F)(U)—> @°(А; F)(U). 


Прежде всего по определению имеем 
@°(А; 9) (И) =ШП.9 (©. (2) 
хи 


Рассмотрим теперь слои над точками @°(X; $?) (х). Росток сечения 
пучка @°(X; Ff) в точке х есть не что иное, как росток не обяза- 
тельно непрерывного сечения пучка _59? в точке x. Значит, он имеет 
вполне определенное значение в точке х, принадлежащее группе fF (x). 
Иными словами, для всякого х имеем канонический гомоморфизм 


v(x): @°(Х; .9) (x) > F (x). 


Это позволяет определить гомоморфизм 
v(U): @°(Х; DUT 
x 


для всякого Исх, не обязательно открытого. Если $ — элемент 
группы @°(Х; 9) (И), то v(U) $ = (U(x) 5 (х)) „си — элемент группы 
И .-= <>. 
xEU 

Гомоморфизм (1) в степени O определяем теперь набором гомо- 
морфизмов u(U), rae U открыто в А. 


Определив гомоморфизм (1) в степени 0 и переходя к фактор- 
пучкам, получаем гомоморфизм 


&1(Х; Y)| A> 5 (А; GF). 


Его композиция с гомоморфизмом (1) в степени 0 для пучка %'(А$ YF) 
дает гомоморфизм (1) в степени | ит. д. 

Лемма 4.9.1. Если пучок FY локально сконцентрирован на А, 
то канонический гомоморфизи 


CAL ZA CAL) 


является изоморфизмом. 

Рассуждая по индукции, легко заметить, что достаточно доказать 
лемму в степени 0, а для ‘этого достаточно рассмотреть слои над 
некоторой точкой x € A. Имеем 


@°(Х; 9) (х) = limind И 7 (у), 
И5х УЕИ 


@°(A; Y)(x)=limind Ш 70). 
(Эх ycufl\Aa 
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когда U пробегает множество открытых окрестностей точки x в Х. 
Так как для достаточно малой окрестности М имеем f(y) =0, 
если УЕЦ\ UNA, то мы сразу получаем искомый результат. 

Возьмем снова подпространство А и пучок „57 с базой Х. Pac- 
сматривая композицию гомоморфизма (1) с гомоморфизмом, сопоста- 
вляющим любому сечению пучка над Х его ограничение на A, мы 
получим гомоморфизм комплексов 


C*(X; -9Р) > С*(А; Ff). 


Пусть, кроме того, Ф — семейство носителей в Х. Обозначим 
через ФП семейство множеств Sf] A, 5ЕФ (это семейство носи- 
телей в пространстве A). Очевидно, что предыдущий гомоморфизм 
индуцирует гомоморфизм 


Со L)—>Cy9 (Ai -9), 


который при переходе к когомологиям дает гомоморфизмы 


НХ 9) > Нъпд (4; -9), 


определенные без всяких предположений относительно A, Ф или „97. 

Теорема 4.9.1. Пусть X— топологическое пространство, 
Ф — семейство носителей в X, Ff — пучок с базой Х, А— под- 
пространство в Х. Канонические гомоморфизмы 


и ея 


являются изоморфизмами в следующих случаях: 

(a) А замкнуто в Х, FY сконцентрирован на А; 

(b) А локально замкнуто в Х, 3 локально сконцентрирован 
на А, uw все SEP содержатся в А (так что Ф=ФПА.. 

В действительности, как мы сейчас покажем, в этих двух слу* 
чаях гомоморфизм 


CHA D> Co gg (i >) 


является изоморфизмом, откуда и будет следовать теорема. 

Действительно, в обоих этих случаях по лемме 4.9.1 имеем изо- 
морфизм @*(X; £)| A= @*(А; GF). Если „5? индуцирует 0 на откры- 
том множестве U, то ясно, что это же верно по самому построению 
и для @*(Х; ff). Таким образом, в случае (а) видим, что @*(X; Sf) 
сконцентрирован Ha A, что и доказывает утверждение теоремы. 
В случае (b) возьмем произвольную точку x € A. Точка x обладает 
в Х такой открытой окрестностью И, что АП И замкнуто в Ги 
индуцирует 0 в И\ОПА. Так как И \ ИПА открыто в X, то 
пучок @*(Х; 9) локально сконцентрирован на A и, следовательно, 
все сводится к доказательству следующей леммы. 
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Лемма 4.9.2. Пусть Х — топологическое пространство, 
Ф — семейство носителей в Х, F — пучок с базой Хи А— под- 
пространство в Х. Для того чтобы канонический гомоморфизм 


Гь Я > Гоп | A) 


был изоморфизмом, достаточно, чтобы F был локально скон- 
центрирован на А u чтобы все SEP содержались в А. 

Ясно, что при указанных предположениях рассматриваемый гомо- 
морфизм является мономорфизмом, поэтому достаточно доказать, 
что он есть эпиморфизм. 

Пусть $ — сечение из Ty 9 (Я | A), т. е. сечение пучка «Я над А, 
равное О вне некоторого 5ЕФ. Обозначим через $ отображение 
пространства Х в накрывающее пространство ‹Я,, которое совпадает 
с $ на А и равно 0 на Х\А. Все сводится к доказательству не- 
прерывности отображения $ в любой точке хЕХ. Достаточно, 
впрочем, доказать это для точек хЕА. Прежде всего если x€ A, 
TO x имеет в Х такую открытую окрестность U, что „9 индуци- 
рует Ов U\ UNA. Так как ограничение отображения $ на UA 
непрерывно, то ясно, что $ непрерывно в U и, следовательно, 
в точке x. Пусть теперь хЕА\ A. Tak kak $ равно 0 вне некото- 
рого множества SCA, замкнутого в X, то $ равно 0 в окрест- 
ности точки х. Это доказывает лемму. 

Следствие. /ШГусть X — топологическое пространство, 
А — замкнутое подпространство в Х и F — пучок с базой А. 
Тогда существуют канонические изоморфизмы 


H" (A; Я) = Н"(Х; ¥%). 
Этот последний результат не распространяется на локально замкну- 


тые подпространства. В частности, он может оказаться несправедли- 
вым для открытого подпространства. 


4.10. Точная последовательность, связанная с замкнутым 
подпростраиством. 


Пусть Х — топологическое пространство, „9 — пучок с базой Х 
и А—-замкнутое подпространство в Х. В этом случае мы имеем 
(теорема 2.9.3) точную последовательность 


OSPF ger ee ge, 


из которой для любого семейства носителей Ф в Х вытекает точная 
последовательность когомологий 


vee PHG(X хх а) A(X 9) 
> HG(Xs РА) HSM Lev ar oes 
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Если У — любое подпространство в Х, то через Ф | У обозначим мно- 
жество подмножеств $ СФ, содержащихся в У (так что Ф | У = ФПУ, 
если У замкнуто в Х). Согласно теореме 4.9.1 (а), имеем 


Нь(Х; РА) = Hg, (A -9). (1) 


п . з 
Рассмотрим теперь группы Н.(Х; хх a): Это группы кого 
мологий комплекса 


Г. (@*(Х; Lyx 2)) = Co(% ход). 
Так как X \ А открыто, TO имеется канонический гомоморфизм 
e* (x; хх” C*(x; “Я xv a) 
из которого следует гомоморфизм 


Но если пучок ‹Я над Х сконцентрирован на X \ А, то его сечения 
имеют носителями множества из X \ А, откуда немедленно вытекает 
в силу леммы 4.9.2 изоморфизм 


Гь(Я ) = Гьххл (Я |X\ A). (3) 
Мы получаем, следовательно, что 
Го [6*(% Pax ay, a] = Pox ale" (% „хх a4 А] = 
=Te;x\al@*(X\ A Y))= Cox a(X\ 4; ) 


в силу леммы 4.9.1 (заметим, что всякий пучок с базой Х локально 
сконцентрирован на Х\ А, так как Х\ А открыто). 
Следовательно, (2) отождествляется с каноническим гомоморфизмом 


Cox, alAN А; PF) COX „9х д), 


из которого следуют канонические гомоморфизмы 


Heixcak №; -f)—> Нь(Х; “хх a): (4) 


Если Ф — паракомпактифицирующее семейство, то эти гомомор- 
физмы являются изоморфизмами. Действительно, гомоморфизм 


OCP eae 


из которого мы исходим, является гомоморфизмом резольвент 
пучка хо A Поэтому все сводится к доказательству того, что 
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п О ` 
@ (x; Pv ayn есть Ф-мягкий пучок, а это является непосрел- 


ственным следствием теоремы 3.5.5 (Ъ). Итак, мы получаем теорему. 

Теорема 4.10.1. Пусть Х — топологическое пространство, 
А— замкнутое подпространство в Хи Ф — паракомпактифици- 
рующее семейство в Х. Для всякого пучка F с базой Х имеем 
точную последовательность когомологий 


> НьххА(Х\ А; „9) > Нъ(Х; 9) > 
— НЪ А (А; PD) НИХ A(X\ A) -> 


Одним из наиболее важных случаев является случай, когда Х ком- 
пактно, а Ф — семейство всех замкнутых множеств в Х. В этом 
случае в предыдущей последовательности фигурируют когомологии 
с компактными носителями локально компактного пространства 
X\ A. 

Замечание 4.10.1. Для всякого локально замкнутого под- 
пространства А можно определить гомоморфизмы 


Ho aA; „Р)-> Нъ(Х; Fa), 


не предполагая семейство Ф паракомпактифицирующим. Лействи- 


тельно, Ну, (А; Ff) представляет собой когомологии комплекса 
Гь(@*(Х; F)a). Ясно, что C*(X; LF), есть резольвента пучка Ff л, 
и потому искомые гомоморфизмы вытекают из результатов п. 4.7. 
Разумеется, если А открыто, то в силу теоремы 4.7.2 мы получим 
вновь гомоморфизмы, определенные выше, без использования спек- 
тральных последовательностей. 

Если семейство Ф паракомпактифицирующее, то в силу тео- 
ремы 3.5.5 (5) @*(X; HY), является резольвентой пучка „9, 
состоящей из Ф-мягких пучков. Следовательно, рассматриваемые 
гомоморфизмы в этом случае будут изоморфизмами. Этот факт, 
впрочем, можно было бы получить также, комбинируя случай откры- 
того подпространства, рассмотренный выше, со случаем замкнутого 
подпространства, рассмотренным в теореме 4.9.1. 

Замечание 4.10.2. Точную последовательность теоремы 4.10.1 
можно получить также следующим образом. Возьмем резольвенту oF * 
пучка .f, состоящую из Ф-мягких пучков, и напишем точную после- 
довательность 


0-> Я ху a> F > Fa->0z. 


Так как все входящие сюда пучки являются Ф-мягкими, то мы полу- 
чаем точную последовательность комплексов 


0 Г (Я ХХ a) >To (Я >To (F а) ->0 


и, следовательно, соответствующую точную последовательность кого- 
мологий. В силу теоремы 4.7.3 эта последовательность канонически 
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отождествляется с точной последовательностью, связывающей пучки 
Ly л, = И „РА. При этом имеем 


Г (Я Хх л) = Гьхх д (Я "| ХМ А), Гь(Я а) ==Гь л (Я "| A). 


Так как of" индуцирует над Х\ A (соответственно A) резольвенту 
пучка „97| Х\ А (соответственно „9 | A), состоящую из (Ф'Х\ А)-мяг- 
ких (соответственно (@| А)-мягких) пучков, то в силу теоремы 3.5.5 
получаем канонические изоморфизмы 


Н"(Гь (Я Хх a)) = AS xv (ХХ А; Sf); 
Нъ(Гь (Я 4)) = Ho a(As SF), 


что и дает требуемый результат. 

Это построение часто используется для выражения групп 
Нуххл (ХМ А; „9) через „относительные“ группы когомологий 
в классическом смысле слова. 

Пример 4.10.1. Пусть: сначала пространство Х произвольно. 
Рассмотрим дифференциальный пучок oF “(X; Z) коцепей Алексан- 
дера — Спаньера пространства X с целочисленными значениями. 
Обозначим через Р”(Х; 2) группу отображений Х”1! > Z по модулю 
отображений, имеющих „пустой носитель“, т. е. локально нулевых. 

Если А -— замкнутое подпространство в Х, то мы имеем, очевидно, 
очную последовательность 


O->F*(X mod A; 2)> F*(X; 2) > F* (A; Z) > 0, 


которая получается, если сопоставить каждому отображению X"t! > 7 
его ограничение на А“+'. Отсюда следует точная последовательность 
когомологий, выписывать которую излишне. Группы когомологий 
ядра F*(X mod A; 7) обозначаются через H"(X mod A; Z). 
Предположим телерь, что X паракомпактно. Тогда известно, что 
- В*(Х; 2) =Г(& *(Х; 2)) 
(см. пример 3.9.2). Точно так же 
F*(A; 2) =Г (Я *(А; Z)), 


и так как of *(X; 7) и «& *(А; 2) состоят из тонких пучков (при- 
мер 4.7.1), то 
H" (X; 2) = H"(F*(X; Z)); Н"(А; Z) = H" (F*(A; Z)). 
Имеем, далее, коммутативную диаграмму точных последователь- 
ностей 


OT (FOX Dy ho Г" р) Г (Ид > 0 
4 y y 


0-> F*(X mod A; Z)—> F*(X; 2) —-> F*(A; Z)>0, 
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которая получается следующим образом. Сечение пучка «Я *(X; Z), 
канонически отождествляется с сечением пучка «Я *(Х; 7) над A, 
которое можно продолжить на Х и которое, таким образом, опре- 
деляет отображение Х”+'->1 (это соответствие не является взаимно 
однозначным: два таких отображения определяют то же самое сече- 
ние над A тогда и только тогда, когда носитель их разности He 
пересекается с А). Ограничение этого отображения на А"+! и является 
по определению образом данного сечения при гомоморфизме 


(oF *(X; Z)4)—> F* (A; 7). 


Аналогично определяется гомоморфизм в левой части диаграммы. 
Сравнивая теперь соответствующие точные последовательности 
когомологий, получаем следующий результат: 


| H"(Xmod А; 72) = НА (ХМ A; 7), 


где Ф образовано множествами из Х\ А, замкнутыми в Х. 
Этот результат не тривиален, так как гомоморфизм 


D(F*(%; Z)x. a) > F(X mod A; Z) 


не является изоморфизмом. Действительно, ясно, что его образ 
состоит из коцепей Александера — Спаньера пространства Х, которые: 
равны 0 8 окрестности множества A, а не из коцепей, индуци- 
рующих 0 на А. 


4.11. Соотношения между когомологиями подпространства 
и его окрестностей. 


Пусть Х — топологическое пространство, „9 — пучок над X, 
Мы ограничимся здесь рассмотрением когомологий с произвольными 


носителями. 
Пусть даны два подмножества Аи Вв X, причем ADB. Из п. 4.9 
следует существование канонического гомоморфизма 


@*(А; £)|B> @*(В; ). 
Переходя к сечениям, получаем отсюда гомоморфизм : 
C*(A, F)>C(B; .F), 


который определяет гомоморфизмы „ограничения“ 


= 


Н"(А; 9) Н"(В; fF) для ADB. 
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Очевидно, что выполнены обычные условия транзитивности, так что, 
например, формула 
И— Н"(И; 3) 


определяет предпучок с базой Х. Если n==0, то это не что иное, 
как .¥. Если же п >. 1, то этот предпучок порождает нулевой пучок, 
так как в C*(U; 57) всякий коцикл степени п>.1 является 20- 
кально кограницей. 
Сформулируем теперь основной результат этого пункта. 
Teopema 4.11.1. Пусть Х — топологическое пространство, 
„7 — пучок с базой Х, А— подпространство в Х. Для того чтобы 
канонический гомоморфизи 
lim ind 5* (И; „9) > Н*(А; SY) 
UDA 
был изоморфизмом '), достаточно выполнение одного из следующих 
двух условий: 
(а) Х паракомпактно u А замкнуто в X; 
(5) Х метризуемо. 
Действительно, в каждом из этих двух случаев, по теореме 3.3.1 
и ее следствиям, имеем изоморфизмы 


@*(Х; SF) (А) = Ит ша @*(X; 9) (И) = Шп ша С* (0; Ff) 


и, следовательно, все сводится к доказательству того, что группы 
Н"(А; £7) можно вычислять при помощи резольвенты @*(X; _5Р)| А 
пучка 97| А. Но в случае (а) пучки @"(Х; „9?)| А являются мягкими 
(теорема 3.4.2), а в случае (5) они даже вялые (следствие 2 из тео- 
ремы 3.3.1), что и дает требуемый результат. 

Само собой очевидно, что в случае, когда эта теорема справед- 
лива, в ней можно заменить систему открытых окрестностей мно- 
жества А произвольной фундаментальной системой окрестностей 
(открытых или нет) множества А. 


4.12. Когомологии со значениями в индуктивном пределе. 
Пусть Х — пространство, Ф — семейство носителей в Хи 


Ff = Шт ша YF, 
ry 


— индуктивный предел пучков над Х. Существуют гомоморфизмы 
дифференциальных пучков 
COX, 9) > CX 9, 


') Имеется в виду индуктивный предел по семейству всех открытых 
окрестностей множества А. — Прим. ред. Го 
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которые дают гомоморфизм 


Having @°(Х;. 2) COX LF). (1) 


Левая часть в (1) является резольвентой пучка _Y, что легко увидеть, 
рассматривая слои над точками. К сожалению, неизвестно, является ли 
эта резольвента вялой. Более того, сечения этой резольвенты с носи- 
телями в Ф нельзя, вообше говоря, отождествить с элементами 
комплекса 
lim ind Съ (Х; „9,). 

Если семейство Ф — паракомпактифицирующее, то левая часть в (1) 
образована во всяком случае Ф-мягкими пучками, так как всякий 
пучок @*”(Х; F,) есть модуль над пучком колец C°(X; 7), который 
является вялым пучком, и, следовательно, limind @”"(Х; 5?) также 
есть модуль над вялым пучком колец. Таким образом, Ф-когомологии 
с коэффициентами в LY можно в этом случае вычислять с помощью 
сечений пучка Им ш@ @*(Х; f,). 

Далее, если Х локально комлактно, а Ф — семейство компактов 
в Х, то второй трудности не возникает в силу теоремы 3.10.1, 
Поэтому получаем следующий результат. 

Теорема 4.12.1. Густь 


Ff =limind YF, 
N 


— индуктивный предел пучков над локально компактным про- 
странством Х. Тогда для когомологий с компактными носите- 
лями канонические гомоморфизмы 


lim ind НЕ (X; A.) НЕ(Х; F) 
h 


являются изоморфизмами. 

В случае когда Х — пространство Зариского, левая часть в (1), 
согласно п. 3.10, является вялой резольвентой пучка „7 и, кроме 
того, сечения этой резольвенты образуют комплекс, изоморфный 
индуктивному пределу комплексов C* (X; Ff). Значит, в этом случае 
справедлив тот же результат, а именно 


Н*(Х; .f) == Нт ша Н*(Х; .)). 
d 


4.13. Когомологическая размерность. 


Пусть Х — топологическое пространство и Ф — семейство носи- 
телей в Х. Говорят, что Х имеет конечную Ф-размерность, если 
существует такое целое п, что 


Hi (Xx; A=0 для i>a, 
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каков бы ни был пучок vf над Х. Наименьшее целое п, обладающее 
этим свойством, называется Ф-размерностью пространства Х. Если 
Ф — семейство всех замкнутых подмножеств, то говорят, что п есть 
размерность (или когомологическая размерность) пространства Х. 
С другой стороны, говорят, что пучок ‹ с базой Х является 
Ф-ацикличным, если Нь(Х; A)=0 для > 1. Такими будут, на- 
пример, вялые пучки и Ф-мягкие пучки, когда Ф — паракомпактифи- 
цирующее семейство. Если имеем резольвенту ‹{” пучка of, состоя- 
щую из Ф-ацикличных пучков 4”, то ясно (теорема 4.7.1), что 


Hi (X; A) = H' Vo (№®)) 


для всех #. Следовательно, если всякий пучок vé над X допускает 
Ф-ацикличную резольвенту длины п (т. е. такую, что @==0 для 
> п), то пространство Х имеет Ф-размерность < п. Обратное тоже 
верно. Действительно, рассмотрим каноническую резольвенту @ * (Х; A). 
Для любого п из нее можно получить резольвенту длины п, а именно 


0> A> @°(Х; A>... >e" lx; A> &”(Х; A> 0. (1) 


Так как | 
Ha(X; 5" (Хх; vb) = He" (X; A) 


для i> 0, то X имеет Ф-размерность < п тогда и только тогда, 
когда пучок %”(Х; «@) является Ф-ацикличным. Это и доказывает 
наше утверждение. 

Для пространства конечной Ф-размерности можно улучшить основ- 
ные теоремы п. 4.6. Действительно, если Х имеет Ф-размерность п, 
то для построения двойных комплексов можно использовать вместо 
канонической резольвенты (*(Х; ) Ф-ацикличную резольвенту, 
определенную точной последовательностью (1). Обозначим ее для 
краткости также через @*(Х; ), а комплекс ее сечений с носите- 
лями в ,Ф — через Cy (Х; ve). Так как функтор - &7(Х; A) всегда 
точен, а пучки %”(Х; @) Ф-ацикличны, то мы получим точные 
функторы u€ > @`(А; №) и й—>Сь(Х; A). Если теперь на Х задан 
дифференциальный пучок _f*, то первая градуировка двойного ком- 
плекса а (Х; .#"*) ограничена снизу и сверху, так что обе спектраль- 
ные последовательности этого двойного комплекса оказываются „схо- 
дящимися“, даже если градуировка в „5“ не ограничена снизу. Отсюда 
вытекает, например, что если Х имеет конечную Ф-размерность, 
то теорема 4.6.2 справедлива даже в том случае, когда градуи- 
Рровка пучков „9” u оЙ* не ограничена снизу. Этот результат суще- 
ственен, например, для теории многообразий, как это будет показано 
во втором томе настоящего труда. 
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4.14. Локальный характер размерности в паракомпактных 
пространствах. 


В этом пункте мы будем рассматривать паракомпактное про- 
странство Хи брать в качестве © семейство всех замкнутых под- 
множеств из Х. Для того чтобы Х имело размерность < п, необхо- 
димо и достаточно, чтобы пучок &"(Х; @) был ацикличным для 
любого пучка xf. Но @*(Х; A) есть резольвента пучка «, состоящая 
из тонких пучков. Следовательно, для любого открытого И из Х 
пучок @*(Х; ®), = C*(X; М) @Z_, является резольвентой пучка «у, 
состоящей из тонких, а значит, и ацикличных пучков. Отсюда выте- 
кает, что пучок &"(Х; Фи ацикличен для любого открытого Ма Х, 


и так как для всякого пучка oF последовательность 
0—Г (Я ,)->Г(я)->9 (X— И) Н\(Х; F y) 


точна, то это показывает, что %"(Х; ) — мягкий пучок, если Х 
имеет размерность < п. 

Итак, паракомпактное пространство Х имеет размерность < п 
тогда и только тогда, когда всякий пучок с базой Х допускает 
резольвенту длины п, состоящую из мягких пучков. 

Отсюда вытекает, что для паракомпактных пространств свойство !) 


dim(X) < п 


является локальным свойством. Действительно, предположим, что 
всякая точка x Е Х обладает в Х окрестностью И (x) размерности < п. 
Можно предположить, что U(x) замкнуто в Х, так как размерность 
замкнутого подмножества не превышает размерности объемлющего 
пространства, в силу следствия из теоремы 4.9.1. Для всякого пучка 
с базой Х пучок @*(Х; М) индуцирует в U(x) резольвенту пучка 
«И (x), состоящую из тонких пучков, и так как U(x) имеет раз- 
мерность < п и, кроме того, паракомпактно, то в силу доказанного 
выше 2" (X; ®) индуцирует на U(x) мягкий пучок. Следовательно, 
&"(Х; 4) есть мягкий пучок (теорема 3.4.1) и мы доказали наше 
утверждение. 

Теорема 4.14.1. Для того чтобы паракомпактное простран- 
ство Х имело когомологическую размерность «п, необходимо и 
достаточно, чтобы всякая точка Х имела окрестность когомоло- 
гической размерности < п. 


1) Через dim (Х) [соответственно dim, (Х)] автор обозначает когомоло- 


гическую размерность (соответственно Ор пре Х). 
— Прим. ред. 
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Замечание 4.14.1. Если имеется паракомпактифицирующее 
семейство Ф в произвольном пространстве Х, то легко видеть, что 
условие 

dim, (Х) < п 


эквивалентно условию 
dim(S) <n для всех $ЕФ, 


так что предыдущая теорема по существу покрывает случай произ- 
вольного паракомпактифицирующего семейства. 

Отметим, наконец, следующий результат, относящийся к метри- 
зуемым пространствам. Неизвестно, верен ли он для произвольных 
паракомпактных пространств. 

Теорема 4.14.2. Пусть X— метризуемое пространство. 
Если Х имеет когомологическую размерность <n, то mo же 
справедливо и для всякого подпространства в Х. 

Действительно, пусть „97 — пучок над подпространством Ас Х. 
Существует (теорема 2.9.4) пучок с базой Х, который индуцирует 
на А заданный пучок. Следовательно, достаточно доказать, что 


НА; F)=0 для [> и, 


когда „97 —- пучок с базой Х. Согласно теореме 4.11.1, когомологии 
пространства А являются индуктивным пределом когомологий окре- 
стностей множества А в Х, так что все сводится к случаю, когда А 
открыто в Х. Так как А, будучи метризуемым, паракомпактно, то 
достаточно показать (теорема 4.14.1), что всякая AC А обладаетв А 
окрестностью У (а), имеющей когомологическую размерность < п. 
Последнее очевидно, так как всякая а@ А имеет в А замкнутую 
в Х окрестность. Отсюда и следует теорема. 


4.15. Случай компактных пространств или пространств 
Зариского. 


Мы докажем теперь следующую теорему, принадлежащую А. Гро- 
тендику. 

Теорема 4.15.1. Пусть Хр— компактное пространство или 
пространство Зариского. Для того чтобы Х имело когомологи- 
ческую размерность < п, необходимо и достаточно, чтобы 


H'(X; 2) =0 для i>n 


и для всех открытых множеств UC Х. 
Действительно, предположим, что указанное в теореме условие 
выполнено, и пусть ‹ — пучок абелевых групп с базой X. 
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Известно ` (замечание 2.9.2), что можно найти семейство открытых 
множеств (И)}), icy И эпиморфизм 


ФЕ, > A. 
ег 1 


В силу теоремы 4.12.1, наше утверждение достаточно доказать для 
случая, когда семейство J конечно. В этом случае ‹ф допускает 
композиционный ряд 


(= Ее в ей, =, 


факторы .4;/-€;_, которого являются образами пучков вида 2. При- 


меняя индукцию по Ш и используя точную последовательность кого- 
мологий, мы сведем доказательство теоремы к случаю, когда суще- 
ствует точная последовательность вида 


0- >27, >A—>0. 
В этом случае, очевидно, достаточно доказать, что 
H?(X; 9) =0 для рп. 


Известно, однако (замечание 2.9.3), что „9 допускает композицион- 
ный ряд конечной длины т, факторы которого имеют вид Z,, где А 


локально замкнуто в Х. Применяя еще раз индукцию по т, видим, 
что все сводится к локазательству равенства 


H? (X; Z,)=0 для p>n, 


где А имеет вид ИИ, И u V открыты в X un VC U. Но в этом 
случае имеет место точная последовательность 


0—2,->2,-7,—>0, 


что и завершает доказательство. 

Если Х — пространство Зариского, то теорема особенно важна 
в том случае, когда алгебраическая размерность пространства Х 
конечна. При этом алгебраической размерностью пространства Х 
называют такое наибольшее п, что в Х можно найти строго возра- 
стающую последовательность 


Беван ер, 


непустых, замкнутых и неприводимых множеств. Ясно (или по 
крайней мере хорошо известно), что алгебраическое многообразие, 
имеющее размерность и в обычном смысле, имеет размерность п и 
как пространство Зариского. 

Теорема 4.15.2. (Гротендик.) Пространство Зариского алге- 
браической размерности <n имеет когомологическую размер- 
ность < п. 
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Будем доказывать теорему индукцией по алгебраической размер- 
ности п пространства Х. Если п =0, то теорема тривиальна, так 
как тогда Х — конечное множество с дискретной топологией. Пред- 
положим теперь, что Х имеет размерность п, и обозначим через 
Х, (1 < Е < $) неприводимые компоненты пространства Х (т. е. макси- 
мальные неприводимые замкнутые подмножества в Х). Их конечное 
число, они имеют алгебраическую размерность < п, и их объедине- 
ние есть Х. Пусть «& — пучок с базой Х; положим A, = Ay . Tak 


как Х, замкнуто, TO существуют канонические гомоморфизмы Lt > uf, 
для всех А, откуда немедленно следует существование точной последо- 
вательности пучков вида 


00> k-> 04,7 -0. 
k 


Ясно, что равен нулю вне объединения множеств 

Хх, ПХ, (15), 
которое замкнуто и имеет алгебраическую размерность <n— 1 4), 
Согласно индуктивному предположению, имеем H?(X; ®) =0 для 
р > n—-1\. Следовательно, нам достаточно доказать, что НР(Х; ey) —0 
для р>пи всех №. Так как Н?(Х; ни Xe vt), то это зна- 
чит, что можно предполагать X неприводимым. 

Мы покажем сейчас, что в этом случае выполнены условия преды- 
дущей теоремы. Действительно, пусть И открыто в Х. Точная последо- 
вательность 

0—>7,>7-—> 2 y> 9 
дает для любого р точную последовательность 
НР (ХИ; Z)—> НР(Х: Zy) > H? (X; 7). 
Если p> п, то ее первый член равен 0 по индуктивному предполо- 
жению, так Kak Х неприводимо, и поэтому AX \ И имеет алгебраи- 


ческую размерность «п —1!). Последний член Н”(Х; 2) равен 0 
при р>1, так как X неприводимо, и, следовательно, Z— вялый 
пучок. Это и доказывает теорему. 


4.16. Действие непрерывного отображения на когомологии. 


Рассмотрим непрерывное отображение f : Х—> У, пучок F с базой У 
и его обратный образ = /*(%). Пусть в Х и Y заданы такие 


1) Здесь используется следующее утверждение (доказательство которого 
тривиально): всякое собственное замкнутое подмножество неприводимого 
пространства Зариского алгебраической размерности п имеет алгебраи- 
ческую размерность <п— 1. — Прим. ред. 


15 P. Годеман 
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-1 
семейства носителей Ф и ЧФ, что из ТЕЧ следует f ТЕФ. Мы хотим 
определить канонический гомоморфизм 


PHL; 8) HE (X; A). (1) 


Для этого заметим прежде всего, что функтор ®->/*® точен 
(п. 2.11) и, следовательно, f*(@C*(Y; #)) является резольвентой 
пучка /*(.8) =, так что имеется канонический гомоморфизм 


AMT. F(C* (Vs #))) > He (Х; of). (2) 


С другой стороны, рассуждения п. 1.12 приводят нас естественным 
образом к гомоморфизму 


Г, (@"(У; ®)) > Г [Л*(@* С; #))I 
и после перехода к когомологиям к гомоморфизму 


Ну (У; #)—> We (1*(@*0; #)))1- (3) 


Композиция гомоморфизмов (2) и (3) является искомым гомомор- 
физмом. 

Отображения (1) обладают рядом „функторных“ свойств. Мы 
ограничимся только их формулировками, предоставляя читателю вос- 
становление доказательств, если он сочтет это необходимым. 

Прежде всего гомоморфизмы (1) совместимы с гомоморфизмами 
пучков. 

Они совместимы также и с точными последовательностями: если 
имеется точная последовательность пучков над У 


0-> @ > #->4"_>0 
и, следовательно, точная последовательность пучков над xX 


0— /* (PI>P (8) Л (9-0, 
то диаграммы 


Fatt: B")  — Het С #) 


H2(X; ft (B")) > HBX; (4) 


коммутативны. | 

В качестве примера рассмотрим пространство Х, пучок «& над Х 
и подпространство Y c Х. Известно, что обратный образ пучка cf 
при каноническом вложении /:У->Х есть не что иное, как „У. 
Отсюда для любых семейств носителей Ф и Ув У иХ, таких, что 
если 5ЕФ, то ЗПУЕТ, следует существование канонического 
гомоморфизма 


Нъ(Х; A> AVY; ALY). 
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Если в качестве Ф взять семейство Ф ПУ (образованное множествами 
SAMY для SE), то мы вновь получим гомоморфизмы, определенные 
в п. 4.9. 

В качестве другого примера рассмотрим два дифференцируемых 
многообразия Х и У и дифференцируемое отображение f много- 
образия Х в У. Пусть Q', (соответственно Q),) — пучок ростков диф- 


ференциальных форм на Х (соответственно 7). Имеем коммутативную 
диаграмму 


н (2) —> HR) 
} {Л 
HE (f*(Sy))) > HE в 
Но сопоставляя каждой дифференциальной форме на ИУ ee обратный 
образ при отображении f (в обычном смысле), получаем гомоморфизм 
>99 
и коммутативную диаграмму 
HES E))) > HGR) 
| | тожд, 


> H*(X; В). 


у 
wer (©) 


Мы получаем, таким образом, следующий результат: если замкнутая 
дифференциальная форма wo на У представляет класс когомоло- 


гий 16 Н*(У; В), то обратный образ формы ® при отображении f 
представляет класс когомологий }* (1) Е Н*(Х; В). 


4.17. Спектральная последовательность расслоенного 
пространства. 


Пусть Е — топологическое пространство, =— непрерывное ото- 
бражение пространства Е в топологическое пространство В и 
«И — пучок с базой Е. Мы хотим показать, что когомологии про- 
странства Е со значениями в ‹ являются пределом спектральной 
последовательности, второй член Е, которой представляет собой 
когомологии пространства В с коэффициентами в пучке, который 
мы сейчас определим. | 

Для каждого 420 сопоставим любому открытому множеству 
UcB группу 


H4(x-1(U); 9). 
Для УсИ имеем канонический гомоморфизм 
НЯ (в (0); A)-> НЧ (= (У); A). 
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Так как условия транзитивности, очевидно, выполнены, то 
И НЯ («К (Ц); A) 


является предпучком с базой В. Пучок, порожденный этим пред- 
пучком, обозначим через © (F; £)?). 

Рассмотрим теперь дифференциальный пучок n(@*(E; ®))— 
прямой образ пучка @*(E; v€) при отображении т (п. 2.12). Так как 
прямой образ вялого пучка есть вялый пучок, то к В и пучку 
n(@*(E; @))= 9” можно применить теорему 4.6.1. Существует, 
следовательно, спектральная последовательность, в которой 


ES’ — НР(В; 99 (.9Р°)) 


и которая „сходится“ к Н*(Г (9*)). 
По определению прямого образа имеем 


Г (9) =Г(@*(Е; ®)) == С" (Е; A). 


Поэтому рассматриваемая спектральная последовательность сходится 
к когомологиям пространства E со значениями в uf. Пучок HW? (_¥"*) 
порожден предпучком 


И- Н1 (.97 (Ц) ) = НЧ @*(Е; Ae 10) = 
= HNC (®71 (И); ®)= НЧ («71 (И); A), 


так что S07 (.9Р*) совпадает с 99(Р; A). Итак, мы получили сле- 
дующую теорему. 

Теорема 4.17.1. Пусть Е и В — топологические простран- 
ства, п непрерывное отображение пространства Е в Ви 
«й — пучок с базой Е. Обозначим через 91 (Е; A) (420) пучок 
с базой В, порожденный предпучком 


И— Н\(® (И); A). 
Тогда существует спектральная последовательность, в которой 
Е} = Н?(В; 98“ (Е; A)) 


ц член Ех является биградуированной группой, связанной с под- 
ходящим образом. фильтрованной группой H*(E; A). 

Эта теорема, принадлежащая в основном Ж. Jlepe, является 
отправной точкой когомологической теории расслоенных пространств. 
Ее можно дополнить, рассматривая семейства носителей в Bu Е. 
Мы оставляем читателю изучение этого обобщения. 


') Заметим, что пучок 98°(Ё; A) канонически изоморфен прямому об- 
разу * (‹4) пучка of, определенному в п. 2.12. — Прим. ред. 
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Замечание 4.17.1. Обозначение 51(ЁЕ; Ж) оправдано, по 
крайней мере частично, следующими рассуждениями. Пусть x€ B, 
положим 

F(x) =77! (x). 


Говорят, что F (x)—cazodé над точкой x€ BB Е. Рассмотрим теперь 
формулу 
SH" (F; A) (x) = ши ind H4 (x71 (И); A). 
их 


Из нее, очевидно, следует канонический гомоморфизм 
5“ (Р; A) (<) > НЕ (x); A), 


который является изоморфизмом в том случае, когда к F(x) можно 
применить теорему 4.11.1 и когда множества m~1(U) (И — окрестность 
точки х в В) образуют фундаментальную систему окрестностей мно- 
жества Р(х) в Е. Это будет выполнено, например, в случае, когда 
Е и В локально компактны, а отображение п является собствен- 
ным (т. е. полный прообраз всякого компакта из В компактен в ЕЁ). 
Действительно, пусть У — открытая окрестность множества F (x) BE. 
Если U пробегает множество открытых, относительно компактных 


окрестностей точки ©, то имеем Net (HD=F, и, следовательно, 


пересечение компактных множеств п-1 (И) П(Е`\У) пусто. Отсюда 
следует, что У содержит *\1(И) при достаточно малом И. 
Теорема 4.11.1 применима, так как F(x) допускает в Е фундамен- 
тальную систему компактных окрестностей. Тем самым наше утвер- 
ждение доказано. 

Детальное изучение спектральной последовательности этого пункта 
для классических (т. е. „локально тривиальных“) расслоенных про- 
странств можно найти в диссертации А. Бореля [Borel A., Ann. 
Math., 57 (1953), 115—207 1)]. 


1) Имеется русский перевод: Борель А., О когомологиях главных 
расслоенных пространств и однородных пространств компактных групп Ли, 
сб. «Расслоенные пространства», ИЛ, М., 1958, стр. 163—246. — Прим. ped. 
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Во всем этом параграфе слово предпучок (соответственно пучок) 
обозначает предпучок (соответственно пучок) абелевых групп. Будем 
считать, что ‹@($ф)=0 для любого предпучка vf (для пучков это 
условие выполняется всегда). 

В последующих расвуждениях топологическое пространство Х 
фиксировано. 


5.1. Коцепи покрытия. 


Пусть v€ — предпучок с базой Х и 5 ==(М),., — покрытие про- 
странства Х. Если «@ является пучком, то Mt может быть произ- 
вольным покрытием пространства X, если же vf — предпучок, то 
будем предполагать, что 9% — открытое покрытие. 

Пусть $ — симплекс нерва покрытия Mt, т. е. такое конечное 
непустое подмножество в /, что множество 


Ms = (| M; 


tes 
не пусто. Сопоставим симплексу $ абелеву группу 
«& ($) = (М5. 


Если 5’с 9, то, очевидно, М, > Му, и поэтому определен гомомор- 
физм ограничения u£(S’) > ($). Мы получаем, таким образом, 
систему коэффициентов на нерве покрытия 3 в смысле гл. I, п. 3.3. 
Обозначим через 


C*(M; ve) 


комплекс, состоящий из коцепей нерва покрытия Yt co значениями 
в определенной нами системе коэффициентов. 

Пусть s=(i, ..., 1,) — р-мерный сингулярный симплекс нерва 
покрытия Yt. Положим 


М; = Mi.... „= MN... ПМ... 
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Тогда имеем 
Cm, A= Л 4M), 


dim (s)=p 


так что р-мерную коцепь a покрытия 9% со значениями в vf можно 
также рассматривать [с учетом условия v£(¢) == 0] как семейство 


@ — (4 г $ 
( io +++ tp), ve bel 
где 
Gin one ipE (Му ... ip) 
для всех ip, ..., dy. Разумеется, что существенную роль здесь играют 


только те комбинации индексов, которые соответствуют сингуляр- 
ным симплексам нерва 9%. 

Операторы граней симплициального коцепного комплекса 
С* (3%; A) определяются следующим образом. Пусть f:A,—>A,— 
некоторое отображение и a€C?(M; (Я) — коцепь. Тогда коцепь 
1 (а) Е СХ; A) задается формулой 1 (2), |. ; = ограничению эле- 

а: 


мента д М)... ‚ как это немедленно следует из опре- 
q 


Ha 
17)" I 4(p) 
делений п. 3.3 гл. 1. Кограничный оператор этого комплекса за- 


дается в степени р соотношением 
R 
(da), i = 2 1, eee Pe 
0 р! | ott eet Гр 


причем в правой части подразумеваются ограничения соответствую- 
щих элементов на множество М; ... i на котором все они имеют 


смысл. 
Группы когомологий комплекса С*(3; 6) мы обозначим через 


Н" (9%; A). 


Если задан гомоморфизм f:.€—> ®, то очевидным образом опре- 
деляется гомоморфизм симплициальных комплексов С*(9; М) — 
—> С* (95%; YF) и, следовательно, гомоморфизм 


fi: AH" (9%; A> Н" ©; F). 


p+ 


5.2. Резольвента, определенная покрытием. 


Рассмотрим покрытие M=(M)i с, пространства Х. Для любого 
открытого множества CX положим 


ПИ = (М; ПИ): с. 
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При этом получается покрытие пространства U с тем же MHO- 
жеством индексов, что и Mk, открытое, если Yt — открытое покры- 
тие, 

Рассмотрим теперь заданный предпучок vf и образуем для вся- 
кого открытого в Х множества U комплекс 


СПИ; 4) = СПИ; AV), 


который получается при сопоставлении каждому симплексу 5 нерва 
покрытия 9% абелевой группы (М; ПИ). Для VOU и любого $ 
имеем гомоморфизм ограничения (М; ПИ) > (М; ПИ) и, следо- 
вательно, гомоморфизм системы коэффициентов на нерве покрытия 9%, 
определенной множеством И, в систему коэффициентов, определен- 
ную множеством У. Отсюда получается гомоморфизм 


С* ПИ; A> С* ПИ; A) 


симплициальных комплексов, причем выполняются обычные условия 
транзитивности. Следовательно, для любого целого п >.0 отобра- 
жения 


U-->C* (MN U; A) 


определяют предпучок с базой X, который мы будем обозначать 
через @” (MN; 6). Ясно, что. C*(M; A)=(C"(M; A)) является 
дифференциальным предпучком с базой Х и даже предпучком со 
значениями в категории симплициальных коцепных комплексов. 

Покажем теперь, что если vf — пучок, то предпучок @" (9%; 9) 
также является пучком для любого покрытия Я. Действительно, 
для любого подмножества М в Х отображение U-—>.£«(M UV) 
определяет, очевидно, пучок с базой Х. С другой стороны, так как 
предпучок @" (IR; М) есть не что иное, как отображение 


и> ПИ (м. nv): 


dim (5) =п 


то он является прямым произведением пучков (п. 1.10), что и до- 
казывает утверждение. 
Отсюда следует, что если „4 — пучок, то имеет место формула 


[cat ю=т( в" 4) | 


для любого покрытия Yt пространства Х. 
Предыдущая формула позволяет ввести для любого семейства Ф 
носителей в Х комплекс 


СЪ; 4) = Г, (80°; 4) 
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при условии, что ‹ф является пучком. Это, очевидно, множество 
коцепей а покрытия I со значениями в «4, обладающих следующим 
свойством: существует такое множество ГЕФ, что для любого син- 
гулярного симплекса $ нерва % сечение а, С (M,) равно нулю вне 
ТПМ.,. Ясно, что С* (9%; vt) является, как и С* (9%; vé), симплици- 
альным коцепным комплексом. Его группы когомологий будем обоз- 
начать через 


Нъу (9%; A). 


Вернемся к дифференциальному пучку @*(0; М), связанному 
с пучком «& и некоторым покрытием It. Имеется канонический го- 
моморфизм 


J: A> COM A), 


при котором каждому а (И) сопоставляется О-коцепь 1 (a) сте- 
пени 0 для INQ U, определяемая соотношением 

j (а); = ограничению сечения a на М, ПИ. 
Ясно, что do 1 =O. 

‚ Теорема 5.2.1. Пусть 3% — либо открытое, либо замкну- 
moe и локально конечное покрытие. Тогда для любого пучка Л 
последовательность пучков и гомоморфизмов 


0->4-—/ @°(M; Л) -“› ©; HS... 


точна, т.е. C*(M; A) является резольвентой пучка A. 

То, что /] — мономорфизм, следует из ‚аксиомы (F1) для пучков, 
а соотношение Im (7) = Ker (4) — из аксиомы (F2), если 9% — откры- 
Toe покрытие, и из теоремы 1.3.1, если 9 — замкнутое локально 
конечное покрытие. Остается доказать, что |т (4) = Кег (4) в степе- 
HAX п>2|1. Для этого рассмотрим аннулируемый оператором d 
росток а коцепи степени п в некоторой точке x. Росток а можно 
„представить“ коциклом а@ С” (NN И; A), где И — достаточно ма- 
лая окрестность точки Хх. 

Если 9 открыто, то можно взять UCM, для некоторого 
индекса i и тогда, очевидно, ИП Ми... и_1= ИП Мц... ишь 2A 
любых 4, ..., 2), Следовательно, можно определить коцепь ВЕ 


ЕС" ОП И; A), положив 


Вы т—1= Яо... in—1° 


Тогда 
es ae Rk ^ 
PD, tn = g Soe a! Ds) ee nee Po 
Но из 4а =0 следует, что 
Rk 
0... in — У ery “14... ь.. т 0 
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B UN My ... „= UNM, ... int Значит, @В==о, что доказывает тео- 
рему для рассмотренного случая. 

Если теперь 9% р— замкнутое локально конечное покрытие, то 
можно предположить, взяв U достаточно малым, что 9 конечно 
и что хЕМ,; для всех i (для этого достаточно заменить 9% на ПЦ). 
Так как х принадлежит всем множествам М., то можно рассмотреть 
значение о, (х) С @(х) сечения a, в точке x. Из того, что 4а==0, 
следует, в частности, что 


BHP a, (x) =0. 


ть... ing) 
Выберем затем произвольно индекс { и положим 
By ... ш-1 (4) =... in—1 (%). 


В силу конечности числа индексов { можно считать U настолько 
малым, что так определенные ростки сечений продолжаются до се- 


чений 
В oth in (М, oe ы_1), 


определяющих коцепь ВЕС”! (9% П И; 4). Те же вычисления, что 
и в случае открытого покрытия, показывают, что сечения, опреде- 
ляющие 48 и a, совпадают в точке x. В силу конечности числа 
этих сечений можно предполагать, что (df), аа 
В UNM, ... in т. е. что аВ=а, и, таким образом, завершается 
доказательство во втором случае. 

Предшествующий результат имеет важные следствия. Заметим 
сначала, что из него вытекает следующая теорема. 

Теорема 5.2.2. Пусть 9 — либо открытое, либо замкну- 
тое и локально конечное покрытие пространства Х. Для лю- 
бого пучка A имеет место канонический изоморфизм 


Н (9%; $) =T (4A) = A(X; A). 


- т 


С другой стороны, имеется следующий результат. 
Теорема 5.2.3. Пусть 9% — покрытие пространства Х, A— 
пучок с базой Х, Ф — семейство носителей вХ. Для того чтобы 


Нъ (9%; Q=0 dan n>, 


достаточно выполнение одного из следующих условий: 

(а) покрытие Dt открыто, семейство Ф произвольно, пучок Я — 
вялый; 

(5) покрытие Dt открыто, семейство © — паракомпактифи- 
цирующее, пучок Я — Ф-тонкий; 

(с) покрытие IN замкнуто и локально конечно, семейство Ф — 
паракомпактифицирующее, пучок И — Ф-мягкий. 


$ 5. КОГОМОЛОГИИ ЧЕХА 235 


В случае (а) достаточно (теорема 3.1.3) проверить, что пучки 
@" (СХ; A) являются вялыми. Так как произведение вялых пучков 
является вялым пучком, то достаточно убедиться в TOM, что для лю- 
бого открытого множества М пучок И—> (МПО) — вялый; по- 
следнее же очевидно. 

В случае (5) замечаем, что @" (IN; x) является модулем над пуч- 
ком колец Фот (4, №), который по предположению является Ф-мягким 
пучком. Значит, @" (MN; A) является Ф-тонким пучком, откуда сле- 
дует утверждение. 

В случае (с) достаточно показать, что @" (M; №) —Ф-мягкий пу- 
чок. Так как этот пучок есть не что иное, как пучок 


U-> Пим, 10), 


и так как М; замкнуто, то 


©"; H= Ш ta, 
dim (s)=n 
Пучки uta, являются Ф-мягкими пучками (теорема 3.5.5), a -pac- 
сматриваемое выше прямое произведение их локально конечно. 
Отсюда следует (п. 3.5) доказываемый результат. 

Дадим в заключение еще одно следствие из теоремы 5.2.1. Так 
как @“(96; 6) есть резольвента пучка ‘при соответствующих 
предположениях относительно Yt, то применимы результаты п. 4.7 
и, следовательно, существует канонический гомоморфизм 


Ho (M; ®)-> Нь(Х; A), 


определенный для любого пучка A, произвольного семейства но- 
сителей Ф и покрытия I (либо открытого, либо замкнутого 
и локально конечного) пространства X. 

Напомним, что для построения этого гомоморфизма нужно обра- 
зовать двойной комплекс 


К == С* (Х; @*(%; A) 
и рассмотреть очевидные гомоморфизмы 
Co(X; A)“> K Cams A), 
из которых получаются гомоморфизмы 
Hy (X; A) > H (К) <" He (MA). 


Так как @*(9R; 6) является резольвентой пучка 4, то /” — изо- 
морфизм, что и позволяет при помощи /] определить искомый 
гомоморфизм. 
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Можно, разумеется, получить более точный результат, вычисляя 
вторую спектральную последовательность комплекса К. Напомним, 
что в этой спектральной последовательности 


В — НР[НУ(Х; CM: 4))] 


Как мы увидим сейчас, эту группу можно полностью вычислить 
в том случае, когда 9% является замкнутым локально конечным 
покрытием. Действительно, в этом случае 


eM = Ф Atm, 


dim (5) =п 


причем эта сумма локально конечна. Предполагая для простоты, 
что Ф — семейство всех замкнутых множеств, имеем (теорема 4.4.4) 


A(X; в"; A)= JP н“(; 4u,) = Ш нм; №. 


dim (s)=2 
Рассмотрим теперь на нерве покрытия Mt систему коэффициентов 
9 (A): $- НЧ (Ms; A), 


операторы ограничения в которой определены очевидным образом. 
Мы имеем 


H1(X; ©" (9%; 4)) = с" (9%; 90): 


Так как этот изоморфизм совместим, очевидно, с соответствующими 
симплициальными структурами, то отсюда вытекает, что 


ES — H? (M; 96% (4))- 


Другими словами, доказана следующая теорема. 

Теорема 5.2.4. (Лере.) Пусть M = (Mj); ¢, — замкнутое ло- 
кально конечное покрытие пространства Хи #й— пучок с ба- 
зой Х. Рассмотрим на нерве покрытия IN системы коэффици- 
ентов 


FH" (A): S—> H* (Ms; A). 


Тогда существует спектральная последовательность, для ко- 
торой : 
ES! — НР (9%; G7 (A)) 


и член Е» которой является биградуированной группой, связан- 
ной с надлежащей фильтрацией градуированной группы Н*(Х; A). 
Отсюда, в частности, выводится следующий результат. 
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Следствие!). Пусть 9 =(М)-- замкнутое локально ко- 
нечное покрытие пространства Х. Предположим, что 


Н* (М, ... ip? A) = 0 


для всех 921 и любых ip, ..., ip. Тогда канонический гомомор- 


физм 
Н* (Mt; vé) -> Н*(Х; A) 


является изоморфизмом. 

Мы увидим в дальнейшем, что аналогичные результаты имеют 
место и для открытых покрытий, HO их нельзя получить использо- 
ванным выше методом. 


5.3. Спектральная последовательность, 
связанная с покрытием и дифференциальным пучком. 


Пусть 9% -— покрытие пространства Х и .9/”*= (.97") — диффе- 
ренциальный пучок с базой Х. Изучим двойной комплекс 


eS 
C (Mm; 9) = Sc?’ (Mm; 9”. 
Ясно, -что для его второй спектральной последовательности имеем 


"EM = HCN; -9”)) = HDs 9”), 
откуда 


"ES! = Н?(Н1(%; .*))- 


Имеем, с другой стороны, 

‘Bit нс” 97) 
Поскольку 

СР (3; 9”) = [9 (М), 


TO 
' 


ВИ Ш НМ). 


dim (s)=p 


') Результаты этого рода можно, очевидно, доказывать и без использо- 
вания теории спектральных последовательностей; см. Weil А., Sur les théoré- 
mes de de Rham, Comm. Math. Helv., 26 (1952), 119—145. В статье Вейля 
рассматривается случай простого пучка cf, но метод тривиальным образом 
распространяется на общий случай. 
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Рассмотрим теперь на нерве покрытия I систему коэффици- 
ентов 1) 


HG): S> НМЗ) 


с очевидными операциями „ограничения“. Тогда получаем 
7 
В = C?(M; SC" (_F*)): 


причем это отождествление, очевидно, преобразует дифференциал d, 
спектральной последовательности в естественный дифференциал 
комплекса С* (9%; 964 ( 97*)). Поэтому имеем канонические изомор- 
физмы 


‘ES? = Н? (9 98“ (_¥*))- | 


Предположим теперь, что покрытие 9% является либо открытым, 
либо замкнутым и локально конечным. Тогда во второй спектраль- 
ной последовательности имеем член 


вр НС) | 
и гомоморфизм oo; 
ie HCG ))> HPC Ms 9”), 
индуцируемый каноническим вложением 
JT CP) > C* OR; 2"). 


Заметим, что так как первая градуировка двойного комплекса 
С" (9%; Ff") положительна, то вторая фильтрация всегда регулярна. 
Следовательно, /” будет изоморфизмом, если вторая спектральная 
последовательность вырождена, в частности, если пучки „77 являются 
вялыми (теорема 5.2.3). 

В случае когда нужно принимать во внимание некоторое семей- 
ство Ф носителей, имеют место аналогичные результаты при соот- 
ветствующих предположениях относительно Wt и Ф (а именно, нужно, 
чтобы для любого 5 СФ существовало такое 5’С Ф, что всякое М,, 
имеющее непустое пересечение с $5, содержится в 5’). Мы оставляем 
читателю детальное изучение этого вопроса, так как на практике 
такая ситуация встречается редко. 


1) Не следует смешивать систему коэффициентов 989 ( F*) на нерве 


покрытия 9% с производным пучком 961( 92"), который мы определили 
в п. 4.1, хотя мы и обозначаем их одним и тем же символом. 
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5.4. Соотношения между когомологиями покрытия 
и пространства. 


Мы применим сейчас результаты предшествующего пункта к слу- 
чаю, когда FY" является резольвентой данного пучка 4, и, в част- 
ности, к случаю, когда 57“ — каноническая резольвента @*(Х; A) 
пучка of. 

Так как „97 — резольвента, то имеется канонический гомо- 
морфизм j: 4—> 9” и, следовательно, гомоморфизм комплексов 


й: С°; ACM 9”), 


являющийся, впрочем, мономорфизмом [образ группы C*(M; М) 
состоит из элементов второй степени 0, аннулируемых операто- 
pom 4”]. Этот гомоморфизм определяет гомоморфизмы 


которые можно определить также следующим образом. 
Первая спектральная последовательность содержит члены 


"62° = H"(M; 98° (.9”)). 


Но так как „9? — резольвента пучка of, то имеем каноническое 
отождествление 579 (. 57") = vt и, следовательно, 


61° = Н" (9; A). | 


Поскольку градуировки рассматриваемого двойного комплекса поло- 
жительны, то существует канонический гомоморфизм 


‘ER > Н" (С* (9%; F")), 


что и дает снова гомоморфизм /”. 

Предположим, что „97 — каноническая резольвента пучка A it 
что покрытие 9 открыто. В силу теоремы 5.2.3 вторая спектраль- 
ная последовательность 


"Е — Н?(Н1 (9%; ')) 
вырождена. Следовательно, гомоморфизмы 
PUM CP)) > Н" (С°; -”)) 
являются изоморфизмами. Но по определению имеем 


Н" (Г (.9”)) = Н"(Х; A), 
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откуда следуют канонические изоморфизмы 
Н"(Х; A= ACM; .9”)). 


Учитывая j*, получаем гомоморфизмы 


H" 0%; A) > H"(X; A), 


которые, очевидно, являются естественными. 

Вернемся теперь к первой спектральной последовательности. Так 
как множества Mg открыты и так как © является канонической 
резольвентой пучка vt, то по лемме 4.9.1 имеются изоморфизмы 


[1 (.9* (М) )= H"(M,; oA). 


Мы получаем, таким образом, следующий результат, 

Теорема 5.4.1. Пусть ЖЖ — открытое покрытие простран- 
ства X u  — пучок с базой Х. Рассмотрим на нерве покрытия WN 
систему коэффициентов 


H(A): $— НН (М; A) 


для 4==0, 1,.... Тогда существует спектральная последова- 
тельность, для которой E, задается формулой 


Е — Н’(%; H(A), 


а член Ех является биградуированной группой, связанной с надле- 

жащей фильтрацией градуированной группы Н*(Х; A). 
Следствие. /1усть 9% — открытое покрытие пространства 

Х, й — пучок с базой Х. Для того чтобы канонические гомо- 


морфизмы 
НОЕ ®—Н"(; A) 
были изоморфизмами, достаточно, чтобы для любого симплекса $ 
нерва покрытия IR имело место равенство 
H? (Ms; A)=0 npu q>1. 
Покажем, как можно явно вычислить гомоморфизм Н” (MM; )—> 
—> Н"(Х; A). Обозначим для этого через Ey и Ex классы когомологий, 


соответствующие друг другу при этом гомоморфизме, и представим 
их. коциклами : 


ЕС"; 4); Cx EC" (CX, №) =P CH"). 


Если отождествить эти коциклы с коциклами двойного комплекса. 
С* (3; LF") бистепени (п, 0) и (0, п) соответственно, то задача сво- 
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дится к выражению того факта, что эти коциклы отличаются только 
на кограницу, т. е. к нахождению элементов 


ЧЕ СР; 9“) (p+qa=n—1), 


удовлетворяющих следующим соотношениям: 
С» = deh 0 
—2 -1l, 
(=a ane 


O=a + ть" 
Cx = di” п-т 


Но (; — это семейство сечений ©, .., 1, € (Mi, —% in)" С другой 


стороны, ^’7 должны быть семействами сечений 
. q : 09 : els 
Nyt EL (Mi... i,)=C (Mi, ... 1,3 A). 


Так как дифференциал d” в бистепени (р, g) индуцирован с точ- 
ностью до множителя (—1)? дифференциалом @ пучка 57", то остается 
решить следующую систему: 


С... и = D (—18 A, eee 
O= DNF, ty ee tgp H(A a, 


O=hi, — № — а; 
у = ahi, 


Иначе говоря, нужно поступать следующим образом. Исходя из 
п-коцикла и ==“ покрытия YR со значениями в uf, следует запи- 


ant 
cath Св виде кограницы некоторой (п — 1)-коцепи /"`` на Mt со зна- 


—1 
чениями в .¥°. Тогда коцепь di" na MW со значениями BF? 
является коциклом и, следовательно, кограницей некоторой (п — 2)- 


af -2 
коцепи X”~? на 9% со значениями в _971. Точно так же 4^"`? есть 


кограница некоторой (п — 3)-коцепи Х"-3 со значениями в „97?. Про- 
должая это построение, доходим до 1-коцепи di! со значениями 
в 97", являющейся коциклом и, следовательно, кограницей неко- 
торой 0-коцепи ^9 со значениями в .97”_'. Тогда dd” является 
коциклом покрытия 9% со значениями в LH", т.е. сечением пучка 9" 
над Х. Кроме того, это сечение аннулируется дифференциалом 
4: 92" -> "+! и, следовательно, определяет некоторый класс 
& Е Н" (Г (”")). Этот класс как раз и является образом класса bm 
при каноническом гомоморфизме` Н" (3%; v£)—> H" (X; A). 


16 Р. Годеман 


242 ГЛ. If. ТЕОРИЯ ПУЧКОВ 


Мы изучили выше двойной комплекс 
K=C(M, @*(; A) 


для случая, когда 5% — открытое покрытие, и в этих условиях опре- 
делили канонические гомоморфизмы Н” (9%; )—>H"(X; A). 

Возьмем в более общем случае некоторое семейство Ф носителей 
и покрытие Yt, которое либо открыто, либо замкнуто и локально 
конечно, и образуем двойной комплекс 


К =С.,(; e*(X, A)). 
Существуют гомоморфизмы 
Hi(X; A) Н" (К) HAM: A), 


возникающие из двух спектральных последовательностей комплекса К. 
Для .этих спектральных последовательностей, очевидно, имеем 


"ЕЙ — H?(HE(M; @*(X; A))), 
"Ей = НЧ (8 (%; E*(X; eA))). 
Так как @*(X; @) является вялой резольвентой пучка uf, то 
"Е —=0 для g #0 


в тех случаях, когда можно применять теорему 5.2.3, т. е. когда 
3 — открытое покрытие и Ф произвольно или же когда 9 — замк- 
нутое локально конечное покрытие и Ф — паракомпактифицирующее 
семейство. Значит, в этих случаях j” — изоморфизм, и мы снова 
получаем канонические гомоморфизмы 


Но (9%; %)—Н+(Х; A). 


Заметим, что если 9% — замкнутое локально конечное покрытие, 
то указанный выше метод позволяет определить эти гомоморфизмы 
только для паракомпактифицирующего семейства Ф. Однако в п. 5.2 
мы получили аналогичные гомоморфизмы без каких-либо предполо- 
жений относительно Ф. Мы увидим в следующем пункте, что во всех 
случаях, когда оба метода применимы одновременно, гомоморфизмы, 
к которым они приводят, совпадают. 

В случае когда 9) — замкнутое локально конечное покрытие и’ 
Ф — семейство всех замкнутых подмножеств в AX, примененный здесь 
метод дает некоторую спектральную послеловательность, сходную. 
(и, как мы увидим, совпадающую) с той, которая вытекает из тео-` 
ремы 5.2.4. При этом нужно предполагать, что основное простран- 
ство Х паракомпактно. Действительно, рассмотрим двойной ком- 
плекс 


K=C'(M; @*(X; 4)). 
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Достаточно вычислить член 'E5? его первой спектральной последо- 
вательности. Мы видели, что 


(EV! = НЧ (СР(; @*(Х; A))). 


Полагая лля упрощения 


“= C*(X; A), 
имеем 
Om )= [[ (м). 
dim (s)=p 
Следовательно, 
‘B= Ш нм). 
dim (5) =р 


Но так как X паракомпактно, а М; замкнуто и, следовательно, 
паракомпактно, то o£* индуцирует на М резольвенту пучка ,| M,, 
состоящую из мягких пучков, так что получаем 


‘ev TT НМ; O=C'(M; 90 (4) 
dim (s)=p 
и окончательно 


7889 — Н?(9%; 969 (4), 


что мы и утверждали. 


5.5. Свойства совместимости. 


В п. 5.2 и 5.4 мы дали два метода, позволяющие при некоторых 
предположениях определить гомоморфизмы 


Нъ (9%; ®)- Нъ(Х; A). 


В этом пункте мы покажем, что эти методы приводят к одинаковым 
гомоморфизмам. 

Пусть ‹б — пучок с базой Х, „97 — каноническая резольвента 
пучка 4, Ф — некоторое семейство носителей и Yt— покрытие про- 
странства Х. Рассматриваемые гомоморфизмы определяются при 
помощи двойных комплексов 


Съ(Х; @*(; A) и С5(%; 9. 
Рассмотрим градуированный пучок 
COM F)=(C? M LF) 


© „полной“ градуировкой и „полным“ дифференциалом. Ero соста- 
вляющей степени п является, таким образом, пучок 


Ф eC? 59. 


pt+q=n 


16* 
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Имеем гомоморфизмы дифференциальных пучков 
CM D> CM Lo =. 


Если эти три пучка являются резольвентами пучка vt, то в силу 
теоремы 4.7.2 получим коммутативную диаграмму 


Н"Гь(@* 0 Л нь (© 9) < Н" Го.) 


| | | 
Sal 
Нъ(Х; A), 


т. е. следующую коммутативную диаграмму 


HEM; A) > Н" (С 9) < Не” 


Ясно, что тогда результат, который мы имеем в виду, будет доказан, 
так как известно, что если „97 — каноническая резольвента пучка A, 


то гомоморфизм Н”(Гь(_9Р*) )-> Нъ(Х; A), фигурирующий в этой 
диаграмме, тождественен (см. пример 4.8.1). 

Но по предположению _57 является резольвентой пучка A. 
Тем же свойством обладает C@*(IM; М), если 9% — либо открытое, 
либо замкнутое и локально конечное покрытие пространства Х. 
Поэтому остается доказать, что при этих предположениях дифферен- 
циальный пучок @* (IM; SH") также является резольвентой пучка «А. 
Покажем, что гомоморфизм „9”-> @* (IR; 9”) индуцирует изомор- 
физм производных пучков пучка „9 на производные пучки пучка 
@" (30; <”). Для этого рассмотрим в каждой точке х „точечный“ 
двойной комплекс @* (IM; _¥*)(x) ростков сечений в точке x диф- 
ференциального пучка @* (9%; <”). Так как @* (I; HF") есть резоль- 
вента пучка .¥? для всех р, то H7[@*(M; _97Р)(х)| =0 ana g > 1, 
так что для рассматриваемого двойного комплекса получаем вырож- 
денную спектральную последовательнссть. В силу того что 


[9 @* (8; 977) (x)= F? (x), 


сформулированное утверждение доказано. , 

Заметим, с другой стороны, что предшествующее рассуждение‘ 
показывает, что вместо канонической резольвенты пучка A для 
определения гомоморфизмов Нъ (9%; )> Нъ(Х; ®) можно исполь- 
зовать любую резольвенту, приводяшую к когомологиям простран- 
ства Х со значениями в et. 
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В рамках тех же идей можно поставить следующий вопрос. 
Предположим, что X паракомпактно, 5% — замкнутое и локально 
конечное покрытие пространства Х. Взяв в качестве Ф семейство 
всех замкнутых подмножеств в X, можно применить одновременно 
методы п. 5.2 и 5.4. В обоих случаях получаются спектральные 
последовательности, которые начинаются с групп 


Ef? = H?(M; 99Р(Л)) 


и дают в пределе когомологии пространства X co значениями в cf. 
Являются ли эти спектральные последовательности „изоморфными“? 

Для доказательства изоморфизма рассмотрим наряду с двойными 
комплексами 


К’ = С*(Х; @* С; 4)), К’ =5С* (9 ©* (5; 4), 


использованными при построении упомянутых спектральных последо- 
вательностей, тройной комплекс 


К = С*[Х; 6"; CK A) 


и очевидные гомоморфизмы 
a" 6” 
К’—>К < К" 


[член комплекса К” бистепени (р, 4) отображается на аналогичный 
член комплекса К тройной степени (р, 4, 0), а член комплекса К” 
бистепени (4, г) — на аналогичный член комплекса К тройной сте- 
пени (0, а, г)]. Если ввести в К фильтрацию с помощью второй 
степени, то 0’ и 0” будут совместимы с фильтрациями комплексов К” 
и К”, использованными при построении спектральных последователь- 
ностей, так что получаем для всех $ гомоморфизмы 


* , а 
9’: ES" (К’) > Ез (К), 
* 
0” РВ (KR); 
Поставленная задача будет решена, если показать, что эти гомомор- 
р 
физмы являются изоморфизмами. Достаточно, впрочем, сделать это 
для $=2. 


Обозначим через 4’, 4”, 4” три частных дифференциала ком- 
плекса К. Ясно, что 


EM (К) =H (С*[Х; CPM: ©"(Х; 4), 


где справа стоят когомологии, вычисленные при помощи дифферен- 
циала 4’-{- 4”. Таким образом, если ввести дифференциальные пучки 


2.9 = @? (0; ©*(Х; ^)), 
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то нужно вычислить когомологии полной степени 4 двойного ком- 
плекса С*(Х; ?.¥*). Но так как пучок 


= TT си, 


dim (s)=p 
является тонким, то вычисления п. 4.5 показывают, что канонические 
гомоморфизмы 
Г(2.97*) = СР (3; CX A) С*(Х; 2.9”) =К 
индуцируют изоморфизмы 
EM (К) = НЧ(Г (2 97°) ) = Н1 [С?(%; ©*(Х; A). 


В силу результатов п. 5.3, примененных в случае канонической ре- 
зольвенты, находим отсюда, что 


Ef" (К) = СР(М; 9“ (4), 


где 1 (.1) — система коэффициентов $ -—> НЧ (Ms; ®) на нерве по- 
крытия Di. Отсюда получаем 


ES" (К) = H?(M; 9 (9), 


что завершает доказательство. 


5.6. Пример приложения: когомологии объединения \). 


Пусть Х является объединением двух подпространств Му и My. 
Будем предполагать их открытыми или замкнутыми одновременно, 
Предполагаем также во избежание тривиальностей, что My, М, и 
My = М. ПМ, не пусты. Пусть ‹ — пучок с базой Х. 

"Рассмотрим покрытие 9% пространства Х, состоящее из Муи Mj; 
его нервом является симплициальная схема A,. Для вычисления кого- 
мологий пространства Х со значениями в я имеем, следовательно, 
спектральную последовательность, в которой 


ES’ = НР(№; 9"). 


Система коэффициентов SY! вычисляется, очевидно, следующим обра- 
зом: если $ = (ip, ..., &,) — Р-мерный сингулярный симплекс схемы А, 
то 
971 (3) = Н(Му &) для s=(0,..., 0), 
97 (3) = НЧ(М,; A) для $==(1,..., 1), 
HE? ($) = H? (My; A) в остальных случаях. 
') Содержание этого пункта не имеет значения для понимания после- 


дующих пунктов. Получаемый р является обобщением классической 
теоремы Виеториса. 
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В случае, когда М, открыты, это следует из теоремы 5.4.1, 
а в случае, когда М, замкнуты — из конца п. 5.2 (заметим, что пред- 
положение о паракомпактности не является необходимым). 

Так как симплициальная схема A, имеет размерность |, то ясно, 
что 


Ef —=0 для p>2 и 920. 
Отсюда следует, что дифференциалы 4, спектральной последователь- 


ности тривиальны для каждого г>.2, так что получаем канониче“ 
ские изоморфизмы 


29 __ Pa 
629 — ER, 


Так как, кроме того, ЕЁ =0 для p> 2, то отсюда следует, что 
для всякого п имеет место точная последовательность 


0—9} "1 -> H"(X; A) > Es "0. 


Остается вычислить члены Е?" и Ey "~' в явном виде. Имеем 
Ey" = H°(A;; 4"). 
Значит, эта группа состоит из О-коциклов схемы А, со значениями 
в системе коэффициентов 9”. Мы имеем 
CoA; 90") = H" (My; 4) XK Н" (My; A), 
причем если «== (а,), ‚ ;—KOuenb степени 0, TO da есть элемент 


группы Н” (М, П М,; 4), являющийся разностью между „ограниче- 
ниями“ классов 9) и a, на М, П M,. Отсюда следует, что 


Е?" есть подгруппа группы H"(M,; 5 H"(M,; 2), 
образованная теми парами (%, @,), которые индуцируют | 
один и тот же класс когомологий в М, П My. 


Вычислим теперь группу Ey'"~'== H'(A,; 9#"`'). Это можно 
сделать с помощью альтернированных коцепей схемы A, степени 1. 
Такая коцепь является всегда коциклом и отождествляется с элемен- 
том группы МЫ”! (М, П My; 4). Она является кограницей тогда и 
только тогда, когда представима в виде разности двух классов, инду- 
цированных классами когомологий пространств Му и My. Иначе 
говоря, 


at 2 
Ey"~* есть фактор-группа группы Н”-' (Му 1 My; A) 
по подгруппе, образованной теми классами когомоло- 
гий, которые являются разностями двух классов, инду- 
цированных классами когомологий пространств M, u M,. 
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Читателю оставляется явное вычисление гомоморфизмов, фигури- 
рующих в написанной выше точной последовательности, и воспроиз- 
ведение их элементарными (т. е. без использования какой-либо спек- 
тральной последовательности) средствами. 


5.7. Переход к более мелкому покрытию. 


Пусть 9 == (М); ег и N= (М), ,— два покрытия пространства Х. 
Если % вписано в №, то симплициальным отображением покры- 
тия N в Mt мы будем называть всякое отображение 8: J—>/J/, для 


которого 
М,“ М, (р 


при всех j. Любое такое отображение определяет некоторое симпли- 
циальное отображение нерва покрытия St в нерв покрытия 9%, но 
обратное, вообще говоря, неверно. 

Пусть №, RW и 0 заданы; рассмотрим предпучок o£ с базой Х. 
Будем предполагать, что 9% и % — открытые покрытия, если «4 не 
является пучком. Тогда имеем гомоморфизм симплициальных ком- 
плексов 


6°: Ca(M; 4)>С5(%; м) 


для любого семейства Ф носителей в Х. Для определения этого го- 
моморфизма достаточно сопоставить каждой коцепи & покрытия M 
степени п коцепь 8*(х), заданную следующим образом: 


6* (2), ie ограничению элемента Oy) 5. в) на 


множество №)... „< М (i)... 8 (1) 


Ясно, что имеем даже гомоморфизм предпучков 
CM; 4)- C*(R; A), 
совместимый с их очевидными „симплициальными структурами“. 
Теорема 5.7.1. Пусть бу и 60, — симплициальные отображе- 


ния покрытия Ne M. Тогда гомоморфизмы 0) и 01 симплициально 
гомотопны. : 
Мы используем здесь результаты п. 3.7 гл. I. Рассмотрим для 
этого комплекс /*==C*(A,; 2) целочисленных сингулярных Koueneh 
симплициальной схемы А,. Мы должны построить гомоморфизм 


Съ (9%; A) > Гх Ca(M A), (1) 
композиции которого с каноническими гомоморфизмами 


Jo Ail x CoM 4) > CR # 2) 
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дают 60 и 61. Образуем для этого покрытие 
N=(N,,)), 


где = пробегает A,, jf пробегает J, №.,, == М№, для любых ви fj. По- 


крытия У% и RM эквивалентны !), но не совпадают, и нерв покрытия % 
является, очевидно, декартовым произведением схемы A, на нерв по- 
крытия \. Имеем, кроме того, канонический изоморфизм 


Ix Co; 4) = С (M A), (3) 
определяемый следующим образом. Возьмем конепи AEC’ (А; Z) и 
УЕ СЬ (%; М). Для любых заданных р-мерных сингулярных симплек- 
сов $ u схемы А, и нерва покрытия % имеем, очевидно, 
Nop N;. 


Тогда гомоморфизм (3) преобразует элемент Ax v степени р левого 
комплекса в коцепь ХхуЁ С (\; A), определяемую формулой 

ху): ==A(S) + ¥y- (4) 
После этого легко проверяется, что при отождествлении (3) гомо- 
морфизмы (2) определяются симплициальными отображениями покры- 
тия % в %, а именно отображениями 

%:1-—>(0, Ли gif, Л. 

Рассмотрим теперь симплициальные отображения 9) и 8, покрытия N 
в Mt. Они определяют симплициальное отображение @ покрытия N 
в IR, а именно отображение (ec, /)—>6,(/), и, следовательно, гомо- 


морфизм м 
0": Съ (9% A>Coa (MN; A). 


Тривиальным образом проверяется, что 
фо 9* — (9 о $.) = 6. 


Следовательно, после отождествления (3) гомоморфизм 6* играет роль 
искомого гомоморфизма (1), что и доказывает теорему. 

Пользуясь вычислениями п. 3.7 гл. |, можно найти явный вид 
соответствующего оператора гомотопии. Этот оператор переводит 
коцепь & степени и покрытия Yt в коцепь Da степени (п — 1) по- 
крытия %, заданную формулой 


DD jy RUDI 8, (19) 22 % Cie) 1 Ua) О, 


') Покрытия Mt и % пространства Х называются эквивалентными, если 
они вписаны друг в друга, т. е. если существуют симплициальные отобра“ 
жения 3% —> Ж и Ж-> Mt. — Прим. ред. 
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причем в правой части подразумеваются ограничения указанных эле- 
ментов Ha Nj, nee ee 


Заметим, с другой стороны, что в предшествующем рассуждении 
покрытия IR и ЖЖ можно заменить на ЖПИ и ЖПЫ, rae 
И — произвольное открытое в Х множество. Таким образом, теорема 
применима не только к коцепным комплексам, но и к соответствую- 
щим предпучкам C*(M; М) и @*(%; A). 

Предшествующая теорема показывает, что для любого семейства Ф 
носителей в Х можно определить канонические гомоморфизмы 


Но (Mi; 4)- Не %; A), 


а если имеется третье покрытие 38, вписанное в %, то диаграмма 


Нь (26; A)—> Нь(%; A) 
| 


будет, очевидно, коммутативной. 

Если Я — пучок, а MR и ) — либо открытые, либо замкну- 
mole и локально конечные покрытия (впрочем, не нужно предло- 
лагать, что оба покрытия имеют один и тот же тип), то диаграмма 


Но (9%; A)—> Нь С}; A) 
bade sg desl 
\и 
Нъ (Х; A) 


коммутативна. Это следует из теоремы 4.7.2, касающейся гомо- 
морфизмов резольвент. 

Наконец, если два покрытия 9% и M эквивалентны, то имеем 
канонические изоморфизмы 


Не (MN; A) = Ho (Mh; A). 


Достаточно выбрать некоторые симплициальные отображения ¢ : W—> N 
иф: Ж— 50%, и тогда в силу теоремы 5.7.1 отображения Goh и фоф 
будут определять в когомологиях тождественные отображения, откуда 
и следует утверждение. 

В частности, если покрытие I тривиально (т. е. если М =Х 
для какого-нибудь i), то Нъ(%; 4)=0 для каждого п»! и 
любого vA, так как IR эквивалентно покрытию, состояшему из един- 
ственного множества X, когомологии которого легко вычисляются. 
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5.8. Когомологии Чеха. 


Результаты предшествующего пункта наводят на мысль о пере- 
ходе к индуктивному пределу групп Н (9%; 4) или же комплексов 


Co (M; A). Мы покажем сейчас, как это надо делать. 
Рассмотрим множество Я(Х) открытых покрытий простран- 
ства Х вида 


И=(И сх» где x€U, для любого x. 
В нем можно ввести отношение порядка, считая Ц < 3 тогда и 
только тогда, когда U,CV, для любого x. 
Если Ц < %, то имеем каноническое симплициальное отображе- 


ние покрытия ll в YB, а именно отображение x —> xX, и таким образом 
получаем канонический гомоморфизм 


Co (3; 4) >С (Uy A) 


симплициальных коцепных комплексов для любого семейства Ф носи- 
телей в Х. Этот гомоморфизм определяет, разумеется, гомоморфизмы 


Но (3; 4)-> Не (И; A), 
изученные В предыдущем пункте. 
Очевидно, можно образовать комплекс 


СЪ(Х; 9) = Ши ша СЪ (U; A). 
я (Х) 


Он называется комплексом коцепей Чеха пространства Х с носи- 
телями в Ф и значениями в предпучке A. Это, очевидно, симпли- 
циальный коцепной комплекс. Группы 


Не (Х; ®= Н"(бь(х; 4) = fim ind Не (Ц; A) 


называются группами когомологий Чеха пространства Х с носи- 
телями в Ф и значениями в cf. 

Пусть 9% — какое-либо открытое покрытие пространства Х (или 
даже, если x — пучок, покрытие, в которое можно вписать некото- 
рое открытое покрытие). Имеем тогда канонические гомоморфизмы 


Ha (9%; A)—> Нъ(Х; A). 


Для их определения выберем покрытие UWCRCX), вписанное в M, 
и рассмотрим композицию канонических гомоморфизмов 


Hg(M; x) > HE; A) и HG; 9) НЕХ; A). .. 
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Тогда получится гомоморфизм нужного вида. Остается доказать, что 
OH не зависит от выбора покрытия Ц. Заменим Wl покрытием ЗЕ R(X), 
вписанным в №. Существует покрытие WE R(X), удовлетворяющее 
условиям В < И, № < 3, и требуемый результат непосредственно 
вытекает из коммутативности следующей диаграммы: 


Но (и; a a Oe A) 


| 
NZ 
Ho (8; A). 


Очевидно, имеют место следующие результаты (мы рассматриваем 
только открытые покрытия, если vt — предпучок, И покрытия, 
в которые можно вписать открытые, если 4 — пучок): 

(a) Если ® вписано в Wt, то диаграмма 


Но (9%; 4) (RM; 4) 


коммутативна. 
(5) Для того чтобы элемент группы Hg (9%; A) аннулировался 
в Ну (Х; A), необходимо и достаточно, чтобы он аннулировался 


в Нь С; A), где Х — подходящим образом выбранное покрытие, 
вписанное в M. 

(с) Объединение образов групп Но (MN; A) есть вся группа 
Нъ(Х; A). 

Можно, следовательно, сказать, что в некотором смысле группа 
НЪ(Х; A) является „индуктивным пределом“ групп #4 (9%; vé), когда 
УЗ пробегает „множество“ (не являющееся на самом деле таковым) 
„всех“ открытых покрытий пространства Х. Разумеется, для вычисле- 
ния групп Чеха можно ограничиться рассмотрением некоторой фун- 
даментальной системы открытых покрытий пространства Х. Напри- 
мер, если Х квазикомпактно, то можно ограничиться группами кого- 
мологий конечных открытых покрытий пространства Х. 

Отметим также, переходя к другому кругу идей, следующий 
результат, который будет позже нам полезен. 

Теорема 5.8.1. Пусть Х — некоторое топологическое npo- 
странство, Ф — семейство носителей в Х и предположим, что 
любое SED имеет некоторую окрестность, принадлежащую Ф. 
Тогда ‘функтор AH CE(X; vt) преобразует любую точную после- 
довательность предпучков в точную последовательность кол- 
плексов. 
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Пусть 
0—2’ >A A” > 0 


— точная последовательность предпучков. Тогда для любого откры- 
того И соответствующая последовательность 


0— (И) > A(U) > A’ (U) > 0 


точна и, следовательно, для каждого открытого покрытия Ц имеем 
точную последовательность комплексов 


0— CU; AV CU; AoC; £4”) 0, 
откуда в пределе получаем точную последовательность 
0—С*(Х; 2) 6*(Х; D> CX; AY > 0. 


Если ограничиваться коцепями с носителями в Ф, TO ЯСНО, ЧТО Эта 
последовательность остается точной слева. Значит, остается показать, 
что гомоморфизмы 


СЪ; Л) 68 (5; ut”) 


являются эпиморфизмами. 

Возьмем для этого некоторый элемент а” правого комплекса, 
представленный в покрытии U=(U,),-y коцепью В” с носителем 
SE, и пусть ТЕФ — некоторая окрестность множества $. 

Мы можем в случае необходимости заменить Ц покрытием 3 < Ц 
и потому будем предлолагать выполненным условие: 

(а) И,СТ для всех хЕ$. 

С другой стороны, каждая точка х Е Х`\ 5 обладает такой откры- 
той окрестностью V,, что для любого р-мерного сингулярного сим- 
плекса $ нерва покрытия Ц элемент В, индуцирует 0 в И, ПУ, 
Снова в случае необходимости изменяя Ц, можно считать, что 
V.=U,. Но если s=(xp, ..., хр), то имеем Usc Ux, для всех А. 
Отсюда следует, что можно предполагать выполненным условие: 

(5) Если не все вершины симплекса $ =(ху,..., хр) причад- 
лежат $, то В. =0. 

Ввиду этого для каждого $ существует элемент 8, из (И), 
который отображается в В, при заданном гомоморфизме A> A”. 
Более того, можно предполагать, что 8, =0, если a,=0, т. е., 
в силу (b), если не все вершины симплекса S принадлежат $. В силу (а) 


ясно, что при этом определяется коцепь ВЕ СР (И; 4) с носителем 
в Ф, представляющая В”, и теорема доказана. 

Из предшествующей теоремы следует, что имеется точная после- 
довательность когомологий Чеха для всякой точной последова- 
тельности предпучков и всякого семейства Ф носителей с упомянутым 
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выше свойством. Мы увидим позже, что если семейство © — napa- 
компактифицирующее, то также имеется точная последовательность 
когомологий Чеха для любой точной последовательности Пучков. 


5.9. Спектральная последовательность, связанная 
с когомологиями Чеха. 


Пусть Х — топологическое пространство uv — пучок с базой Х. 
Если заданы открытые покрытия И и 3, причем 3 вписано в Ц, то 
имеем коммутативную диаграмму 


Н" (Ц; )—> Н" (3; o£) 
H" (X; A). 
В частности, беря покрытия из Я(Х) и переходя к индуктивному 


пределу, приходим к каноническим гомоморфизмам 


Н"(Х; ®)-Н"(Х; A). 


Мы выведем их сейчас из некоторой спектральной последователь- 
ности. 

Пусть .9* == @*(Х; М) — каноническая резольвента пучка cf; 
образуем двойной комплекс 


С*(Х; P= У бР(Х; 99. 
Имеем канонические гомоморфизмы 
CX в 9 KH Г. 


С другой стороны, получаются следующие спектральные последова- 
тельности. Имеем, очевидно, 


"ЕЙ = Н?( НЧ (X; .92)) =0 для q>1 
в силу теоремы 5.2.3. Далее, 
"EP! == Н1 (СР(Х; 9”). 


Но функтор «Я — СР (Х; «Я ) точен на категории предпучков Отсюда 
следует, что если ввести на Х предпучки 


964: И Н9(.9* (И) ) = H4(U; A), 
то получим ь и 
"ER = СР(Х; 98°), "ES = H? (xX; 9%. 


Таким образом, мы приходим к следующему результату. 
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Теорема 5.9.1. Пусть Х — топологическое пространство й 
A— пучок с базой Х. Рассмотрим предпучки 


9°(Х; A): И-—Н“(И; м). 
Тогда существует спектральная последовательность, для которой 


ER! = H? (x; 9 (Х; A), 


a член Ех является биградуированной группой, связанной с над- 
лежащей фильтрацией градуированной группы Н*(Х; A). 
Заметим, что 56°(X; М) =, и, следовательно, 


“EB° = НР(Х; A). 


Отсюда, очевидно, снова получаются гомоморфизмы, определенные 
выше, 

Следствие. Пусть Х — топологическое пространство и A — 
пучок с базой Х. Канонический гомоморфизи 


Н"(Х; 4) Н"(Х; A) 


является изоморфизмом для п = 0, 1 и мономорфизмом для N= 2. 

При п = 0 это утверждение тривиально. В силу теории спектраль- 
ных последовательностей два других утверждения будут установлены, 
если показать, что 


F(X; GO1(X; №) ==0. 


Но пучок, порожденный предпучком 1(Х; A), является нулевым 
для q >| (так как локально всякий коцикл из 9” является когра- 
ницей). Остается поэтому доказать следующее. 

Лемма. Если предпучок «Я порождает нулевой пучок, то 


Но(Х; F)=0 и даже CX; 9) =0. 


Действительно, рассмотрим произвольную коцепь «Е CX; Я ). 
В покрытии И =(И, хех Ona будет представлена семейством (а), 
rae a,€ ¥ (Ц ,). Так как ‹Я порождает нулевой пучок, то каждая 
точка х имеет открытую окрестность V,cU,, в которой a, инду- 
цирует 0. Заменяя Ц на 3 = (И,), получаем требуемый результат. 

Все предшествующие результаты распространяются на случай 
произвольного семейства Ф носителей, удовлетворяющего условию, 
которое сформулировано в теореме 5.8.1 (каждое SE Ф имеет окрест- 
ность, принадлежашую Ф). При этом нет нужды изменять что-либо 
в самом рассуждении. Достаточно приписать индекс Ф ко всем рас- 
сматриваемым груплам. 
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Теорема 5.9.1 имеет и другое следствие, особенно полезное 
в алгебраической геометрии !). 

Теорема 5.9.2. Пусть Х — топологическое пространство 
и И — пучок с базой Х. Предположим, что можно покрыть Х 
семейством U открытых множеств, озладающим следующими 
свойствами: 

(а) Если Ч содержит И’ и И", mo оно содержит И’ПИ”; 

(5) 0 содержит произвольно малые открытые множества; 

(<) H7(U; A)=0 для всех а» Ги UEU. 

В этих условиях гомоморфизмы НУ(Х; М) НХ; A) 
являются изоморфизмами. 

Мы покажем сейчас индукцией по п, что гомоморфизмы ЯН” (И; A) > 
— Н"(И; A) являются изоморфизмами для всякого UCU. Отсюда 
будет следовать справедливость теоремы. Действительно, в силу (а) и (Ъ) 
при вычислении групп С*(Х; 917) можно использовать такие покры- 
тия (Исх, что всегда И»... Е 0. В силу (©) и высказанного 


выше утверждения имеем соотношение COX 97) =0 gan g> 1. 
Теперь теорема следует из теоремы 5.9.1, так как соответствующая 
спектральная последовательность вырождена. 

Итак, предположим доказанным, что H7(U; Ж)==0 для OG cn 
и U€U. Отсюда следует, что С*(Х; 97) =0 для O< g <n. Иначе 
говоря, спектральная последовательность теоремы 5.9.1 удовлетворяет 
условию 


ЕМ —=0 для O<q<n и р>0. 


Отсюда, пользуясь общей теорией спектральных последовательностей, 
получаем, что канонический гомоморфизм 


59° = H"(X; A) > Н"(Х; A) 


является изоморфизмом. Применяя теперь этот результат к пучку над 
UCU, инлуцированному пучком 4, и семейству U’, которое состоит 
из множеств U’€U, содержащихся в И, получаем, что гомоморфизм 
H"(U; A)» H"(U; A) является изоморфизмом. Доказательство за- 
хончено. 


5.10. Теорема’ об изоморфизме. 


Мы можем теперь сформулировать основной результат настоящего, 
параграфа. BO 
Теорема 5.10.1. Пусть X— топологичевкое пространство, 
vl — пучок с базой Х и Ф — паракомпактиафицирующее семейство 


1) Этот результат принадлежит А. Картану. 
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в Х. Канонические гомоморфизмы 
Ha (X; №)-> Нь(Х; A) 


являются изоморфизмами. 

В силу теоремы 5.9.1 этот результат вытекает из следующего 
результата. 

Теорема 5.10.2. Пусть Х — топологическое пространство, 
Ф — паракомпактифицирующее семейство в X, Я — предпучок 
с базой Х. Имеем Ht (Х; A)=0 для любого п>.0, если пучок, 
порожденный предпучком A, является нулевым. 

Мы покажем прежде всего, что любой класс когомологий 


ЕЕ Нь(Х; A) можно представить коциклом надлежащего локально 
конечного покрытия Ц. Затем мы покажем, что любая коцепь этого 
покрытия становится нулевой при переходе к надлежащим образом 
выбранному вписанному в него покрытию. Тем самым теорема будет 


доказана [заметим, что мы. не доказываем равенства Сь (X; A) = 0}. 
Итак, рассмотрим & Существует такое открытое покрытие 
И =(Ир. ср что — представляется коциклом а покрытия Ц с носите- 


лем $ СФ. Возьмем окрестность 5’Е Ф множества 5. Можно, оче- 
видно, предположить, что все U;, имеющие непустое пересечение с 5, 
содержатся в 5’. Обозначим через /› множество тех i, для которых 
U,NS = $. 

Так как $ — носитель коцикла а, то каждая точка x CX \ S имеет 
такую окрестность V(x), что a, инлуцпирует 9 в И, ПУ (х) для лю- 
бого симплекса $ покрытия Ц. Заменяя Ц вписанным в него покры- 
THEM, можно предположить, что каждое U; (i ¢ Iy) содержится в одном 
из V(x), и, следовательно, можно считать, что а, ==0, когда не все 
вершины симплекса $ принадлежат J). Ясно, что & представлен уже 
коциклом (с носителем 5) покрытия, состоящего из U, (ЕП), и от- 
крытого множества Х\ 5. Иначе говоря, можно предположить, 
что существует такой индекс OE1, что U,=X\ $ и Це 5’ 
для io. 

Так как 5’ паракомпактно, то. существует его открытое ло- 
кально конечное покрытие, вписанное в 1 П 5’. Можно предположить, 
что одно из множеств этого нового покрытия есть S’\ 5, а другие 
содержатся в U,(i#0) и, следовательно, открыты в Х. Можно, 
таким образом, считать Ц локально конечным покрытием. Ана- 
логичное рассуждение показывает, что можно предположить су- 


ществование такого открытого покрытия (У); с» что V;CU; 


для всех [СГ. Этим завершается первая часть доказательства. 
Рассмотрим открытое локально конечное покрытие Ц = (И), Е! 


и Предположим, что существует открытое покрытие Viier для 


17 P. Годеман 
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которого V,CU,. Мы докажем сейчас (без каких-либо предположений 
относительно X u не обращаясь к семейству Ф), что любая коцепь 
покрытия Ц со значениями в ‹& индуцирует 0 на некотором покры- 
тии, вписанном в Ц. Действительно, возьмем для любой точки x OT- 
крытую окрестность W,, имеющую непустое пересечение лишь с ко- 
нечным числом множеств (;. Можно, очевидно, предположить выпол- 
ненными следующие условия: 

(а) соотношение x CU, влечет за собой W,cU;; 

(5) соотношение хЕ\; влечет за собой W,cV;; 

(с) имеем хЕЦ,, если М,ПУ, # $. 

С другой стороны, так как предпучок .4 порождает нулевой 
пучок, то любая точка xCU, имеет окрестность, на которой а, 
индуцирует 0. Эта окрестность может быть выбрана независимо от $5, 
так как Ц — локально конечное покрытие. Можно, следовательно, 
предполагать выполненным условие: 

(4) если хЕЦИ,, то 4,=0 6 W,. 

Выберем теперь некоторое симплициальное отображение © покры- 
тия 38 ==(W,) в покрытие 3 = (У,). Это отображение можно рассма- 
тривать также как симплициальное отображение покрытия IW в Ц, 
Мы покажем сейчас, что $" (а) = 0. 

Пусть (Xp, ..., Х„) — сингулярный симплекс нерва покрытия WW, 


gore # 
Полагая i, = @(x,), видим, что © <“)... является ограничением 


элемента @;,...г, На множество 
И, п ene ПУ, . 


Так как это множество не пусто, то We NWe, = ф и тем более 
Wa Vi, == ф, так что ХЕ Uj, ... i, В Силу условия (с). По условию (а) 
имеем У, < Yin... в: Тогда в силу условия (4) ai,...4, индуцирует 0 
на Wy, и тем более на А. что и завершает доказательство. 


Следствие. /Густь « — предпучок с базой Хи Ф— пара- 
компактифицирующее семейство в Х. Канонические гомоморфизмы 


НЪ(Х; ut) > НЪ(Х; A) 


являются изоморфизмами (через A обозначен пучок, порожден- 
ный предпучком cA). 
Действительно, имеются, очевидно, точные последовательности 
предпучков 
0— №. -— 9—0, 


0+JFJ > A>G->0)) 


') Автор рассматривает здесь предпучки V = Kero, J = Im $, @ = Cokerg, 
где 9: vl > of канонический гомоморфизм предпучков. — /Tpum. перев. 
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и, следовательно (теорема 5.8.1), точные последовательности когомо- 
логий Чеха. Так как предпучки off и @ порождают 0, то сформули- 
рованный результат следует из предыдущей теоремы. 

Пример 5.10.1. Возьмем в качестве v£ предпучок И-> А, где 
А — фиксированная абелева группа. Мы видим, что когомологии Чеха 
со значениями в простом пучке с базой Х и слоем А вычисляются 
при помощи коцепей со значениями в рассматриваемом предпучке. 
Иначе говоря, они сводятся к классическим группам Чеха HT (X; A). 

Замечание 5.10.1. Можно дать доказательство теоремы об 
изоморфизме, отличное от изложенного выше. 

Рассмотрим семейство дифференциальных пучков @* (Ц; 4), где Ц 
пробегает множество Я (Х). Ясно, что можно определить дифферен- 
циальный пучок 


@*(X; @) = Ши ша @*(U; A). 
R(X) 


Так как мы имеем индуктивный предел резольвент пучка v£, то при 
этом получается также резольвента пучка cf. 

Заметим теперь, что для каждого покрытия Ц пространства X 
пучок @° (1; 2) является пучком колец, а @"(И; 4) есть @°(Ц; Z)- 
молуль. Чтобы убедиться в этом, достаточно определить произведение 
любых коцепей СЕ С° (Ц; 2) и «Е С" (A; x) с помошью формулы 


OO), ct Ones, eels 


и аналогичным образом поступить в локальном случае. 

Переходя к пределу, мы видим, что @"(Х; A) есть модуль над 
пучком колец @°(X; 72). Но сразу ясно, что @°(X; 2) = @°(X; 7). 
Следовательно, пучок Q(X; 7) является вялым и, в частности, 
Ф-мягким для любого паракомпактифицирующего семейства Ф в Х. 
Отсюда видно, что в случае паракомпактифицирующего семейства Ф 


пучок @*(Х; 4) является резольвентой пучка c£, состоящей из 
Ф-тонких пучков, откуда, в свою очередь, следует существование 
канонического изоморфизма 


НУ(Х; A) = H" (Te(@*(X; 9). 


Если Х компактно, a Ф — семейство всех замкнутых подмножеств 
из Х, то, кроме того, в силу теоремы 3.10.1 имеем 


Го (@*(X3 vé)) = Ши шаГь(@*(; ©) = 
— Шт 114 С% (U; (4) = С (Х; 2), 


что сразу дает теорему об изоморфи:ме в этом частном случае, 


17* 
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Для произвольного паракомпактифицирующего семейства Ф npen- 
шествующее рассуждение, как легко заметить, сохраняет свое значе- 
ние (хотя теорема 3.10.1 уже не применима). Читателю предоставляется 
возможность завершить доказательство в качестве упражнения. Мы 
получили, таким образом, другое доказательство теоремы об изо- 
морфизме. 

Заметим, что формула 


Г(@*(Х; 4))==6*(Х; A) 


верна и в том случае, когда Х — пространство Зариского, так как 
в этом случае теорема 3.10.1 применима. Следовательно, градуи- 


рованная группа H*(X; vf) является в этом случае пределом спек- 
тральной последовательности, второй член которой задается формулой 


В — H?|H"(X; @*(Х; A))| = Ши ша H?[H7(X; @ (U; 4))| 
% (X) 


(мы используем теорему 4.12.1 для пространств Зариского). К сожа- 
лению, не представляется возможным вычислить эту спектральную 
последовательность более явным образом, даже если заменить R(X) 
семейством всех конечных открытых покрытий пространства Х (что 
возможно в силу рассуждений п. 5.7). 


5.11. Точная последовательность для когомологий Чеха. 


Пусть Ф — паракомпактифицирующее семейство в Х. Рассмотрим. 
точную последовательность пучков 


0—1’ И— A’ > 0. 
Обозначим через № предпучок, являющийся образом пучка cf, т. е. 
«Я (И) = Im [A (U) > A” (И). 


Комбинируя теорему 5.8.1, которая дает точную последовательность 


, и 
когомологий, связывающую cf’, v£ и ‘№, со следствием из тео- 
ремы 5.10.2, получаем точную последовательность когомологий 


ie AEX: > HEX: №) AE A НХ: AD... 


Мы покажем сейчас, что с помошью изоморфизмов теоремы 5.10.1 
эта последовательность отождествляется с точной последова-. 
тельностью : 


. > HEX; 4) -> HE (X; A) > HEX: A") —> НХ; AN... 


существование KOTOpOH .было установлено в $ 4. 
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Действительно, рассмотрим канонические резольвенты заданных 
пучков. Вторая точная последовательность получается из точной по- 
следовательности комплексов 


0— Ca(X; )—>Сь(Х; A) > Ca(X; М”) 0. 
Кроме того, известно, что последовательность 
0— @*(Х; £)> @*(Х; 4) > @*(Х; A) > 0 


является даже точной последовательностью предпучков (теорема 4.3.1). 
Следовательно, в силу теоремы 5.8.1, будем иметь коммутативную 
диаграмму точных последовательностей 


ОСЬ (Хх; @*(Х; 8) > бъ; @*(Х; A) > CBX C7(X3 €)) 0 


i t 

0+ Ca(X; ’) > Ca (X; 4) ————> Ca(% A") > 0, 
в которой вертикальные гомоморфизмы индуцируют изоморфизмы 
в когомологиях. Значит, точная последовательность когомэлогий из § 4 
отождествляется с точной последовательностью когомологий рассма- 
триваемых двойных комплексов. 

`Но с другой стороны, имеем также следующую коммутативную 
диаграмму точных последовательностей 


ОО бое о 


Be а у y 
0>Co(X; @'(Х; A) > CO(X; C*(X; A) > Co(X в") )) > 0, 


“ 
где Ao — предпучок, являющийся образом пучка ‹4. Значит, точная 
последовательность когомологий, связывающая двойные комплексы, 
отождествляется с точной последовательностью когомологий Чеха, 
что доказывает, очевидно, наше утверждение. 

Оператор 8 легко вычисляется в когомологиях Чеха. Возьмем 
любой класс когомологий Е” CH (x; A’). В силу следствия из тео- 
ремы 5.10.2, & можно представить в надлежащем открытом покрытии 

и uw 
U=(Uj),;¢; коциклом а EC3(U; Хо). Теорема 5.8.1 показывает, 
что а” можно считать образом вы коцепи «Е Съ(\; 4) при 
гомоморфизме ‹ё-> Л”. Коцепь 4а Е Co’ (И; 4) обязательно прини- 
мает свои значения в of’ и, следовательно, определяет некоторый 
1 1 

элемент из H4'' (Ul; 4”), образ которого в H3' (x; vt’) есть в точ- 
ности 8=”. 

Рассмотрим, например, сечение Е Гь(« 4”) = AS (Х; М”) и най- 
дем 52”. Для этого мы возьмем такое открытое покрытие Ц =(U), с 
что в каждом И); сечение &” поднимается до сечения {Е (И) (это 
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возможно без каких-либо предположений о паракомпактности). Тем 
самым определяется некоторая О-коцепь & = (&;) покрытия Ц со зна- 
чениями в o£. Если всякое SE @ обладает окрестностью, принадле- 
жащей Ф (что имеет место в случае паракомпактифицирующего се-_ 
мейства или семейства всех замкнутых множеств), то можно, очевидно, 


предположить, что носитель коцепи Ё содержится в Ф. 
Образуем теперь коцикл 4. Имеем 


(d®),,=%—& в Uy. 


Разумеется, 4& является в действительности коциклом со значениями 
в A’. Класс когомологий пространства Х со значениями в 6’ и но- 
сителем в Ф, который он определяет, есть 8”. Для того чтобы он 
был нулевым, необходимо и достаточно, чтобы, заменяя Ц в случае 
необходимости вписанным в него покрытием, можно было найти такую 
0-коцепь §& co значениями в ‹/’ и носителем в Ф, что d&é== dt’. Это 


i 
означает, как показывает замена коцепи (E;) на (— 8), что можно 
предполагать 
&=8 В Uy, 
или, иначе говоря, что данное сечение =” пучка vé” поднимается 
в целом до сечения пучка ‹& с носителем в Ф. Разумеется, этот ре- 
зультат выражает просто тот факт, что последовательность 


Pp (A) > Го”) > Ha (X; №) 


является точной. 

Пример 5.11.1. Мы найдем сейчас явное выражение в когомо- 
логиях Чеха для точной послеловательности, связанной с замкнутым 
подпространством F в Хи его дополнением X\ Р (п. 4.10). Будем 
предполагать для простоты, что Х паракомпактно, a Ф — семейство 
всех замкнутых подмножеств, так что нам придется рассматривать 
когомологии пространства X\ Р с носителями в семействе Ф, кото- 
foe состоит из подмножеств пространства XY \ F, замкнутых в Х. 

Запишем точную последовательность пучков 


0-—> kx. p> A>Ar>0 


и вычислим соответствующие группы когомологий Чеха пространств 
X\F, Xu F. 
Пусть Ц = (И ),сх — некоторое покрытие пространства X, 


Если $ — сингулярный симплекс нерва покрытия Ц, то имеем кано- 
ническое отождествление 


Ar (U) = (0, ПР), 


так как Е замкнуто в Х. Отсюда следует тотчас, что существует 
канонический изоморфизм 


CU; dr= COUN, A), 
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имеющий место для любого открытого покрытия Ц. Можно ограни- 
читься покрытиями, для которых И, = Х \ Ё, если хСХ \ Е [так как 
в упорялоченном множестве F(X) они образуют фундаментальную 
систему]. Ясно, что IMF для такого покрытия канонически экви- 
валентно покрытию (И, П В) св множества Р. Переходя к индуктив- 


ному пределу, получаем канонический изоморфизм 


С*(Х; hp) = С" (Е; A). 


Заметим, что этот результат имеет место без каких-либо пред- 
положений о паракомпактности. Иначе говоря, мы получаем следую- 
щее утверждение. 

Теорема 5.11.1. Пусть ЕР — замкнутое подпрострачство 
в Х. Для всякого пучка A с базой Х существуют канонические 
изоморфизмы 


Н"(Х; Ив) = H" (F; A) 
в когомологиях Чеха. 
Этот результат полезно сопоставить со следствием из теоремы 4.9.1. 
Мы перейдем теперь к интерпретации групп Н”(Х; хук), кото- 


рые изоморфны группам ВАХ Х Е; A) для паракомпактного про- 

странства Х (в силу теоремы 5.10.1, с одной стороны, и теоремы 

4.10.1 —с другой), в качестве групп „относительных“ когомологий. 
Для этого введем следующие предпучки: 


«И (И), если UCX\F 

U)= 
PANES | 0, econ ИПР=ф; 
(И), если UNF #¢ 

И) = 
Be) | 0, если UCX\F, 


операторы ограничения в которых определяются с помощью опера- 
торов ограничения в c€. Имеется канонический мономорфизм пред- 
пучков 

®х\Е-> хх г. 


Отсюда следует, что Фх\ в порождает пучок х\к. Значит, если Х 
паракомпактно, то имеем канонический изоморфизм 


Н"(Х; Ax в = Й"(Х; хх в. 
Рассмотрим теперь комплекс 
С*(Х; ®х\в = Ши таС* (И; хх р. 
R (X) 
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Ясно, что C*(U; Px r) есть подкомплекс в C*(U; «Ф), образован- 
ный такими коцепями в, что 


a,=0, если И, ПР -=$. 


Иначе говоря, обозначим через Х, симплициальную схему, которая 
получится, если ввести на Х структуру нерва покрытия ll [напом- 
ним, что рассматриваются покрытия из 1 (Х)], и чесез Fy — симпли- 
циальную подсхему схемы Ху, определенную следующим образом: 
(%,..., Хи) — симплекс схемы Ру тогда и только тогда, когда Их... x, 
имеет непустое пересечение с Р (отсюда следует, что все x, при- 
надлежат F, если предполагать, что И. = X\ Е для всякого x € X \ F). 
Тогда С*(Ц; #хх в) состойт из коцепей симллициальной схемы Ху 
CO значениями в системе коэффициентов, индуцированной пуч- 
ком A, которые равны нулю на симплексах из Fy. Поэтому 
естественно обозначить комплекс С*(Ц; Mx в) через 


 С*(Хи mod Fy; 4), 


a предел комплексов ct (Х; @x\ в) — через 
- C*(X mod F; A). 


Получаем теперь канонические изоморфизмы 


Hi (X\ Е; A)=H"(X modF; A), 


4 


roe Ф образовано подмножествами из X \ F, замкнутыми в Х. 
Предшествующие определения имеют, разумеется, смысл и в том 
случае, когда ‹& — предпучок. Возьмем, например, фиксированную 
абелеву группу А и применим указанную выше процедуру к прел- 
пучку U—>A. Для всякого покрытия Ц € R(X) комплекс С" (Х\ mod Fy; A) 
будет состоять тогда из коцепе4 симплициальной схемы Xy, равных 
чулю на симплициальной схеме Fy, и обозначение C*(X) mod Fy; A) 
оказывается согласованным с соответствующим обозначением гл. |, 
п. 3.2. Иначе говоря, имеем 
5 С" (Хи mod Fy; 4) = Hom [С, (Хи mod Ру), А] 
в обозначениях гл. I, п. 3.2. Следовательно, если Х параком-` 
пактно, ‹{ — простой пучок. с базой Х и слоем A, то имеют 
место канонические изоморфизмы an, 


Hg (X\ F; A)==H"(Xmod F; А). 
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Группы, фигурирующие в правой части, иногда называются в лите- 
ратуре группами Лефшеца пространства Х по модулю F. Они 
известны давно, и их определение, очевидно, не базируется на тео- 
рии пучков. 

Таким образом, если Х паракомпактно, то имеется точная 
последовательность когомологий вида 


...-> Я" (Х; A)—> Hl" (F; А)-> Ht. (Х mod F; А)-> В" (Х; А)... 


для замкнутого в Х подпространства Р и любой абелевой группы А. 
Эта точная последовательность, разумеется, отождествляется с точ- 
ной последовательностью п. 4.10. 


5.12. Когомологии Чеха и теория размерности. 


Пусть Х — паракомпактное пространство. Для того чтобы Х 
имело когомологическую размерность < п (см. п. 4.13 и 4.14), до- 
статочно, чтобы 


Hi (X: A)=0 для i>n 


для любого пучка v над Х. В свою очередь, для доказательства 
этого равенства достаточно построить произвольно мелкие откры- 
тые покрытия пространства Х, для которых 


HM; A=O0 для idn. 


Для вычисления групп Н'(9%; o£) можно перейти от комплекса 
С* (0; A) к его подкомплексу, состоящему из альтернированных 
коцепей (гл. I, п. 3.8). Но если коцепь 


а — (а, F 
(4, ..1,) 
альтернирована, то M1, ...1, = 0, когда He все индексы fy, ..., i, 


различны. Предположим теперь, что покрытие 3 имеет размер- 
ность < п; это значит, что 


Mi,...1,= 9. 


если р>пи индексы fy, ..., , различны (т. е. нерв покрытия 9% 
имеет размерность < л как симплициальная схема). В этом случае 
любая альтернированная коцепь степени р > п будет нулевой и тем 
более будем иметь Н!(9; £)—0 для i> п. 

Следовательно, для того чтобы комологическая размерность 
пространства Х была <n, достаточно, чтобы Х допускало 
произвольно мелкие открытые покрытия размерности <n До- 
статочно даже в силу теоремы 4.14.1, чтобы это свойство имело 
место „локально“. 
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Классическим, HO не тривиальным результатом является выполне» 
ние этого свойства для всех компактных подпространств в В”, 
Отсюда следует, что всякое компактное подпространство в В" имеет 
размерность < п. Так как В" локально компактно и паракомпактно, 
то отсюда следует, что оно само имеет размерность < п (теорема 4.14.1). 
Так как К” метризуемо, то отсюда вытекает, что любое (замкнутое 
или нет) его подпространство имеет размерность < п (теорема 4.14.2). 
Применяя снова теорему 4.14.1, получаем окончательно следующий 
результат. 

Теорема 5.13.1. Для того чтобы паракомпактное про- 
странство Х имело когомологическую размерность <n, доста- 
точно, чтобы всякая точка xCX имела окрестность, гомео- 
морфную подпространству из В". 


§ 6. ДЕНАРТОВО ПРОИЗВЕДЕНИЕ 
И U=MPOW3BEAEHKE 


6.1. Декартово произведение двух классов когомологий. 


Пусть Х и У — два топологических пространства, „5 — диффе- 
ренциальный пучок над Х, of* — дифференциальный пучок над У, 
Мы предположим для определенности, что основное кольцо есть Z, 
но все дальнейшее можно распространить на случай, когда 9” со- 
стоит из правых модулей над произвольным основным кольцом А, 
а of* — из левых А-модулей. 

По „9 и оЙ* можно построить над пространством ХХ У пучок 
двойных комплексов 

— 
LOM", 
который мы будем называть полным тензорным произведением дан- 
ных дифференциальных пучков. Для его определения положим 


(27° © of)" = 97 Boh" 
и рассмотрим дифференциалы 
dP Вой" > 97 Boll’, 
а": FL” @M! > 92? BoM"! 
которые очевидным способом индуцируются дифференциалами из 9” 


и 0/*. В наиболее важном для дальнейшего случае, когда градуи- 
ровки в „57 и cfM* положительны, мы будем также рассматривать 


~_ 
„9 @® оЙ*, как дифференциальный пучок над XX У, полагая 
— — 
(3 ® "= Ф во" 
р+а=п 
и определяя дифференциал 4 соотношением 
а=а’- а". 
Комплекс сечений пучка „97 @oM* будет совпадать тогда с двойным 
комплексом 


TS Gch) = DT (.F" BoM"), 
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te os 


снабженным Полной гралупровкой и полным Ade чины, так 


как по соображениям конечности будем иметь 
(fH @oMy)= DY PL? 90. 
ptgq=n 


В общем случае, когда градуировки не ограничены снизу, мы усло- 
вимся определять комплекс Г(.97* © о") или, более общим образом, 


Ге (F* @cK*), где 9 — произвольное семейство носителей в ХХУ, 
с помошью предыдущей формулы (в которую подставлен, разумеется, 
индекс 0). 

` Пусть Ф и Ч — семейства носителей в Хи, и пусть 9 = OXW — 
произведение этих семейств (напомним, что @ состоит из замкнутых 
множеств в ХЖУ, содержащихся в множествах вида SX Т, rae 
SE6, TEW). Для любых пучков Au # над Хи Y Bo. 2.10 был 
определен канонический гомоморфизм 


. .& To (4) @l'v(#)>Ta(AB #). 


Для любых дифференциальных пучков .f* и off* над Хи У отсюда 
получается, очевидно, гомоморфизм двойных комплексов 


Го(. 9) ® Гу (oM") -> To" Bo) 


и, следовательно, канонические гомоморфизмы 


| H? Cs (P")) @ НГ ©) H? ГЬ 9" о). | 


Мы выведем отсюда существование канонических гомоморфизмов 


| | 8% AQHL(Y; 9) HE(XXY; ABB) | (2) 


для любых пучков £u ® над X u Y. 
Напомним прежде всего общую формулу 


#82 (х, yy=A()@ #(y). 
Если теперь обозначить через 
t= Cr, A) F=C*V; ®) 


канонические резольвенты пучков ‹& uF, то будем иметь для лю- 
бых хЕХ, УЕУТ изоморфизм комплексов 


OB B(x, у= Ai (x) QB (y). 
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Этот изоморфизм, очевидно, совместим с каноническими гомомор- 
физмами 


— —> 
A>, BoB, > лох". 
Так как комплексы вида v£*(x) гомотопно тривиальны (замеча- 


> — 
ние 4.3.1), то £°@ ®* является резольвентой пучка ASF и, 
следовательно, мы имеем канонические гомоморфизмы 


НР (Г (№ @ B)) > НР (ХУ; AGF). (3) 
Их композиции с очевидными гомоморфизмами 
НР To(A*))Q Н" (Гу (4"))-> НР"9 (Го (A* ® #°)) (4) 


и дают нам, по определению, гомоморфизмы (2). 
Если заданы два класса когомологий 


EC HS(X; A) тЕНУ(У; #), 
TO класс 


Ex nC НР (ХХУ; 48), 


полученный из £@y с помощью (2), называется декартовым про- 
изведением классов & и 1. Мы увидим в дальнейшем, что эта опера- 
ция обладает свойствами, аналогичными свойствам декартова произ- 
ведения, которое изучалось в гл. I, $ 3, и в действительности тесно 
связана с ним. 

Заметим, что, согласно теореме 4.7.2 и примеру 4.8.1, для по- 
строения гомоморфизмов (3) достаточно иметь гомоморфизмы диф- 


ференциальных пучков 


сх; двс“; P)> 6 ХХи; AGF). (5) 


Мы опишем сейчас эти гомоморфизмы. 
Пусть f — сечение пучка @?(Х; A) над открытым множеством: И 


из Х, & — сечение пучка @1(У; #) над открытым множеством VCY, 
По замечанию 4.3.2 f можно представить функцией 


4, Xp) E vb (р), 


определенной на множестве вида 
XpEU, xX, E U(x), ..., Hp ЕО (Жо, ..., 1) 


й равной 0 при х, = х,. Точно так же g представимо функцией 


80%, -.., VDE Я (Yq); 
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заданной на множестве вида 
YEV, MEV (Yo). ..-, УЕ У, +--+ Уп) 
и равной нулю при у, = уу. Рассмотрим точки „общего вида“ 
20 = (Хо, У), ---› 2р+а = (Хр+а» Ура) 
в пространстве 2 = ХХ У и определим функцию 
(Zp. +25 prQh EAB B pi q)= A (Xp 1g) ® F (ло 
формулой 


W(Zq. 00s Па ЛЖ Sp) (Xptgh Е (У +++) У), (6) 
где выражение /(ху,..., Х,)(хр+а), как и в замечании 4.3.2, есть 
значение в точке X,,, непрерывного сечения пучка v4, которое в Xp 
равно f (xo, ..., х›). Это выражение, следовательно, определено на 
множестве вида 
№ ЕЦ, м Е U(X), ..., х, ЕЦ (XQ, +... Хр, Ха И +... м), 
Таким образом, функция (6) определена на множестве вида 

ZEW =(ЖУ, дЕЙ (Zp), ..., 2,1 Е (2, «00s 2р-+а-у. 


Ясно, кроме того, что A равняется нулю при 2, = 2). Следовательно, 


— 
В определяет некоторое сечение пучка @°*"(XXY, И® %®) над 
UX V. Тривиально проверяется, что сечение, определяемое функ- 
цией й, зависит только от сечений, определяемых функциями f и 5, 
и не зависит от выбора функций f, 2, A. Таким образом, получаются 
билинейные отображения 


A? (U) XK 9 (У) > (A в BYU XV), 


которые, очевидно, совместимы с операторами ограничения. Отсюда 
немедленно вытекают гомоморфизмы пучков 


PO 224 2 22\2+9 
Ро F' > (A® #) 
и, следовательно, гомоморфизм (5). То, что этот гомоморфизм сов- 
местим с дифференциалами, следует из явных формул замечания 4.3.2 
и из тривиальных вычислений. 

Таким образом, чтобы вычислить декартово произведение двух 
классов когомологий Ё и 1, можно поступить следующим образом. ` 
Представим Ё и 4 коциклами ГЕ СЬ(Х; 4) и  ЕС\%(У; 9) и обра- 

—^ 
зуем коцепь f x г С8"(ХЖУ; И ® 7) по формуле (6). Эта ко- 
цепь и является коциклом, определяющим искомое декартово произ- 
ведение. | 
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Эти рассмотрения показывают, что для определения декартова 
произведения в теории пучков достаточно знать определение групп 
когомологий, а использование основных теорем § 4 в принципе 
излишне. 


6.2. Вычисление декартова произведения с помощью 
резольвент. 


Основной здесь является следующая теорема. 

Теорема 6.2.1. Пусть Х, Уи Z=XXKY—mpu простран- 
ства, A, %, @ — пучки с базами X, Yu Z, и пусть 0, V 
и 9—=ФжЖУТ — семейства носителей в Х, Y ий. Предположим, 
что заданы резольвенты „9, of*, N* пучков A, ®, C, а также 
20моморфизм дифференциальных пучков 


0:.92° Вой -> N*, 

совместимый с гомоморфизмом 
и: #96. 
Тогда имеем коммутативную диаграмму 


HA" (Го (.9”) ) ® Н" (Ге (©) > Н*(Гь (М) ) 


у 4 
Hy (Х; © ® Ну (т; %)-—>Н*(7; @). 


[Вертикальные стрелки этой диаграммы являются следствием кано- 
нических гомоморфизмов 


Н* (0, (49) ) > Hy (А; A) 


и т. д., верхняя горизонтальная стрелка индуцирована гомоморфиз- 
мом 9, нижняя — получена композицией декартова произведения 
с гомоморфизмом 


Hi (7; AG #)>H5(Z; ©), 


индуцированным гомоморфизмом и.] 

Для доказательства этой теоремы мы воспользуемся, как и в пре- 
дыдущем пункте, сокращенными обозначениями. Через v£* обозначим 
дифференциальный пучок (*(Х; 4), через „57“ — пучок двойных 
комплексов @*(X; .¥*) и т. д. Напомним, что канонический гомо- 
морфизм 


OL) > Hy Xs A) 
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можно получить, применяя к диаграмме 


A® tas ZL ee L* 
функтор H*(Ta(...)) (тогда /’, переходит в изоморфизм, что и дает 


возможность определить искомый гомоморфизм). 
Образуем теперь следуюшую диаграмму: 


Гомоморфизмы этой диаграммы, за исключением VU" и и*, были уже 
определены, ©” есть гомоморфизм 


— 
©" (2; о) C*(Z; SN), 
индуцированный гомоморфизмом 9; аналогично определяется и“. 
Через р обозначены гомоморфизмы, приводящие к декартову произ- 
ведению, которые были определены в предыдущем пункте. 

Указанная диаграмма коммутативна. Это следует из того, что 

гомоморфизм 
~ 
р: @*(Х; AOC*YV; B)> CXXY; 48 F) 
естественен (т. е. совместим с гомоморфизмами пучков) и, кроме того, 
совместим с каноническими „дополнениями“ соответствующих диф- 
ференциальных пучков. Кстати, все гомоморфизмы, встречающиеся 
в диаграмме, совместимы с полными градуировками и полными диф- 
ференциалами рассматриваемых кратных комплексов. 

Теорема 6.2.1 получится теперь, если к указанной диаграмме 
применить функтор Н*(Ге(...)). 

Пример 6.2.1. Пусть Хи У — два дифференцируемых много- 
образия, ® и ®«— дифференциальные формы Ha Х и И степеней р 
и 9. Из них можно получить дифференциальную форму 0—6 Жо 
степени р--9 на ХЖУ следующим образом. Если (х,) — система | 
координат в открытом множестве U из X, a (y,)— система коорди-. 
нат в открытом множестве У из У и если 


о = ЛЬ... „дам, A ... Adxi, в и, 
°=Х8,.. Wd, Л +. Adyy ВУ, 


. 
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TO ПОЛОЖИМ 


оо == УЛ... ig)... ах Л а 
а Л 4х, Л 4y;, \ ... Л @Уж 


в ЦИЖУ/ (разумеется, форму © Жо можно определить и не поль- 


зуясь системами координат). Обозначим через Эх  дифференци- 
альный пучок ростков дифференциальных форм на Х. Тогда пре- 
дыдущее определение показывает, что мы имеем гомоморфизм 


——^ 
+ * * 
9х @ Яу-> Qky y. 
Таким образом, получаем следующий результат. Если вещественные 


классы когомологий ЕЕ НР(Х; В) и ЧЕ НУ(У; В) представлены 
дифференциальными формами © и о, то класс когомологий 


$ хчЕ HPTT(X XY; В) 


представлен дифференциальной формой w x в. 


6.3. Декартово произведение в когомологиях Чеха. 


Рассмотрим пространство Х, пучок « над Х и покрытие 
Ц = (02); с» которое мы предположим либо открытым, либо замкну- 
тым и локально конечным. Тогда (теорема 5.2.1) дифференциальный 
пучок @*(Ц; 4) является резольвентой пучка cf. 
Возьмем теперь пространство У, пучок # над У и покрытие 
3 == (Уре, пространства У, которое мы предположим той же при- 
роды, что Ц. Покрытие 
ux V=(U;, XV prez 
Jed 
пространства XY будет тогда открытым (если И и % открыты). 


или же замкнутым и локально конечным (если такими были Ци 3). 
Мы определим сейчас канонический гомоморфизм 


CU, 68 @*8; #)—> CUXB; #82). (7) 


Jina этого выберем и зафиксируем в теории симплициальных коцеп- 
ных комплексов какое-нибудь естественное преобразование 


T: X*@ Y*—> X* x Y* 


(cm. гл. I, п, 3.10), индуцирующее тождественное преобразование 
в степени 0 и допускающее обратное с точностью до гомотопии, 


18 Р. Годеман 


274 ГЛ. П. ТЕОРИЯ ПУЧКОВ 


Для заданных открытых множеств И в Х и V BY мы получим 
отсюда гомоморфизм комплексов 


T:CUNU; ®) ® С" (8 ПУ; 8) > С*(ИП И; М) х @* СПУ; $), (8) 


который, очевидно, совместим с операторами ограничения, опреде- 
ленными в п, 5.2. 
С другой стороны, имеем естественный гомоморфизм !) 


Спи; AxCBAV; B>ClUXBANUXV; ABH) (9%) 


который определяется следующим образом (дадим определение для 
случая И =Х, V=Y, общий случай выводится отсюда тривиально). 
Если © = (а) и В = (8,) — коцепи одинаковой степени # покрытий И 
и % со значениями в и Я, то гомоморфизм (9) переводит коцепь 
ах В степени и левого комплекса в коцепь степени п правого ком- 
плекса, определяемую отображением 


($, H>2a(s)@BOC LU.) @ BV). 
При этом, разумеется, a(s)@8(t) отождествляется с соответствую- 


щим сечением пучка £@ ® над И, ЖУ,. 
Композиция гомоморфизмов (8) и (9) дает нам гомоморфизмы 


CUNU; д ® с" ПУ; СХ BNU XV); 4B FI, 


откуда получается гомоморфизм соответствующих дифференциальных 
пучков. Это, по определению, и есть гомоморфизм (7), который мы 
хотели построить. 

Разумеется, гомоморфизм 


CU; A@C(B, F)>CUX B; LDF), (10) 


который следует из (7), есть в силу самой конструкции последнего 
гомоморфизма композиция гомоморфизмов (8) и (9). Для того чтобы 
явно задать этот гомоморфизм, достаточно явно задать преобразова- 
ние Т. Это можно сделать, например, транспонировав формулу за- 


') Иногда случается, что гомоморфизм 
C#(U; A)X С* (8; BI >CUXB 48 9) 


является изоморфизмом [в этом случае когомологии покрытия ПХ % вычи- 
сляются с помощью комплекса C*(U; 4) ® С* (3; M), т. е. по формулам 
Кюннета]. Так будет, очевидно, в том случае, когда Й и 3 конечны и когда 
для всякого симплекса $ покрытия Ц и всякого симплекса Т покрытия B , 


—_ 
канонический гомоморфизм of (Us) ® Я (Уг) > AO MH (UsX Vp) является 
изоморфизмом. Эта ситуация встречается в алгебраической геометрии 
(когда Х и Ур— алгебраические многообразия, ‹ и  — пучки ростков 
регулярных функций на Х и У, Ци 8 — покрытия многообразий Хи Y 
с помощью аффинных открытых множеств). 
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мечания 3.9.1 гл. Г. Очевидно, при этом получается следующий 
результат: если аЕ СР (Ц; 4), BECT(R; #), то образ элемента 
“В при гомоморфизме (10) есть коцепь 


ЕСИ 3; AB #), 


определенная формулой 


а... 1,8), ... (11) 
—^ 

где в т части, являющейся сечением пучка AQF над 

И, .. a ЖУ; р+а’ Подразумевается ограничение этого сечения на 

Yi, os р+а" 

оо ЕМ СЯ теперь теоремой 6.2.1. Мы получим следующий 
результат. 

Теорема 6.3.1. Пусть Х и У — два топологических про- 
странства, A и ®— пучки над Х и У, Пи 3 — покрытия про- 
странств Х и Y. Предположим, что оба покрытия либо 
открыты, либо замкнуты и локально конечны. Пусть ЕЕ НР(Х; vb), 
ЖЕ HY; $) — классы когомологий, представленные в покры- 


тиях Ци 3 коциклами «Е СР (И; A) и ВЕ С7(3; 9). Тогда класс 
когомологий 


Пий Ing? 


Ex 1 7+4 (ХХ У; LB 9) 


представлен коциклом ТЕ СР" (ИХ 3; AB BB), определенным 


формулой (11). 
Заметим, что если покрытия Ul и % имеют вид И = (Исх, 


ро —=(У) су где EU, и УЕУ,, то покрытие ИХ 3 имеет вид 
(№) схх y где 2Е\,. Так как гомоморфизмы (10) коммутируют 


с операцией перехода к более мелкому покрытию, то из (10), пере- 
ходя к пределу, получим канонический гомоморфизм 


С MOOV; 9-Х и; AGF) (12) 
и, следовательно, гомоморфизмы 
НР (X; A) ® HV; 9) НР (ХХ У; ABB) 


в когомологиях Чеха. Из теоремы 6.3.1, очевидно, следует комму- 
тативность диаграммы 


H? (X; Oe: B)—> ИРЧ(Х XV; A® PB) 
} в 


НР(Х; A)@ НЧ(У; PB) > HPUX XY; AB F). 
18* 
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что позволяет вычислять декартово произведение, используя когомо- 
логии Чеха, во всех тех случаях, когда они изоморфны когомоло- 
гиям Н* — например, если Х, Уи XX Y паракомпактны. (Заметим, 
кстати, что произведение паракомпактных пространств не обязано 
быть паракомпактным пространством). Мы видим, что в этом случае 
декартово произведение сводится в существенном к декартову про- 
изведению, определенному в гл. 1, $3. Мы увидим дальше, что 
то же самое имеет место и в общем случае. 


6.4. Симплициальные резольвенты. 


Пусть Х-— топологическое пространство. Будем называть пучком 

симплициальных коцепных комплексов над Х всякий градуирован- 
* — 

ный пучок fF == (9) о, снабженный структурой, которая опреде- 


ляется заданием для всякого отображения /:А,->А, гомоморфизма 
пучков 


о: 


›мультипликативно“ зависящего от f, как это было объяснено 
в гл. |, $3. В этом случае для всякого И группа „9”“(И) будет 
симплициальным коцепным комплексом и 57” можно снабдить струк- 
турой дифференциального пучка. Для всякого семейства Ф носителей 
в Х группа Ve (97) будет также симплициальным коцепным ком- 
плексом. 

Например, для всякого покрытия Ц пространства Х и всякого. 
пучка vé над Х пучок @*(И; 4) будет пучком симплициальных ко- 
цепных комплексов. 

Точно так же можно было бы определить понятие пучка полу- 
симплициальных коцепных комплексов. Для этого нужно в пре- 
дыдущем определении ограничиться только неубывающими отобра- 
жениями f. 

_ Пусть Х и У’— два пространства, 97 и of*— два пучка сим- 
плициальных коцепных комплексов над X и У. Определим с их по- 
мощью над пространством ХЖУ новый пучок симплициальных 


м 
коцепных комплексов _¥*.x off*. Для этого положим 
a имп по дип 
(f* x о"! = F" Ot 
и определим для всякого отображения f :4,->A, гомоморфизм 
— — — 
_ 1: Ff’ @ оМР- F' Sch! 


как тензорное произведение гомоморфизмов f для _5 и о#*. Для 
любых открытых U и У`из Х`и У имеем, очевидно, канонический 
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гомоморфизм симплициальных комплексов 
FP" (И) x Ml (У) 9х о (И XV). (13) 


Точно так же для любых семейств носителей Ф в Х, УвУи 
9 —=ФхЖХТУ в ХЖХУ имеем канонический гомоморфизм 


Гь(.97^) x Ге ©") > Г (9 ой). (14) 
В частности, для любых ХЕХ, yE Y имеем гомоморфизм 

P(X) x Ml (y) > F Хой" (x, У), 
который является изоморфизмом в силу общей формулы 

A() BB (Y= AG B(x, у. 

Согласно теореме 3.10.1 гл. I, комплексы 

F(x) вой" (у) и хо" (x, У) 
гомотопно эквивалентны и, в частности, имеют канонически изо- 
морфные группы когомологий. 


Вернемся теперь к гомоморфизмам (13). Выберем и зафиксируем 
некоторое естественное преобразование 


Ti Х*® у — ху", (15) 


индуцирующее тождественное отображение в степени 0 (см. гл. 1, 
п. 3.10). Рассмотрим композицию гомоморфизма (13) с гомомор- 
физмом 


of" (И) вой" (У) > 9" (Ц) x ой* (У), 
вытекающим из (15). Мы получим гомоморфизмы 
LF" (U)@ oMl* V)-> F* хо (U XV), 


которые, очевидно, совместимы с операторами ограничения gH по- 
этому дают гомоморфизм дифференциальных пучков 


T: бо ой", (16) 


сводящийся к тождественному преобразованию в степени 0. Ясно, 
что гомоморфизм ‘ 


T'e(.*) ® Гу (M*) >To ("x of"), - (7 
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следующий из (16), получается в результате композиции гомомор- 
физма (14) (определявшегося без использования T) и гомоморфизма 


Т; Г(.2”) ® Гу CA") — Го(.97°) х Гу (ой), 


следующего из теории гл. I, § 3. 

Все сказанное выше, разумеется, применимо без всяких изменений 
к пучкам полусимплициальных коцепных комплексов. 

Покажем теперь, как эти рассуждения позволяют в общем случае 
связать понятие декартова произведения, введенное в п, 6.1, с де- 
картовым произведением, построенным в гл. I, § 3. Для этой цели 
мы построим каноническим образом для всякого пространства Х 
и всякого пучка A над Х вялую резольвенту «Я *(Х; A) пучка A, 
обладающую полусимплициальной структурой. Будем называть ее 
канонической симплициальной резольвентой пучка A. После этого 
мы построим гомоморфизмы 


ля PB) > F*(XXY; AB F), 


которые в композиции с гомоморфизмами 
Ti FUX MOF*V; тя; ALF ® 


дадут, как будет видно из теоремы 6.2.1, декартово произведение. 
(а) Построение пучка F*(X; A). 


Положим 
F °(Х; A= @°(^; A) 


F"(X; д) = CX, F°"(X 4), 
так что of" представляет собой (п-|Р 1)-кратную итерацию функ- 


тора @°. Ясно, что получаемые таким образом пучки являются 
вялыми и что имеем каноническое вложение 


A> F(X; A). 


Заметим, кроме того, что функтор ch —> «Я *(Х; A) точен, так как 
функтор @° точен. 

(5) Сечения пучка «Я *(Х; A). 

Пусть a — сечение пучка «Я ” (Х; ®) над открытым множеством U, 
Положим для краткости «Я "=F "(X; 4). Тогда a взаимно одно-` 
значным образом представляется отображением 


Xy—> a (Xo) EC Я"! (Xp), 


определенным в 0. Так как (о) есть росток не обязательно не- 
прерывного сечения пучка «Я "~? в точке ху, TO найдется открытое ` 


$ 6. ДЕКАРТОВО ПРОИЗВЕДЕНИЕ И ‹/-ПРОИЗВЕДЕНИЕ 279 


множество U(x) и функция 
X > 4(Xq, HEF"? (x4), 


определенная в U(x,) и представляющая a(x,). Росток a(x, х\) 
в свою очередь представляется функцией 


2—4 (%, x), Xo) EF"? (9), 


которая определена в открытом множестве И (ху, х1), содержащем xX), 
Итерируя эту конструкцию, мы найдем, что а можно представить 
функцией 


“(ху а хх) (х,), 


определенной на подмножестве пространства Х”*' вида 


жЕЧИ, x, EC U(X), ..., х, СИ (М... Ху, 
где через Ц (х,..., х,) обозначается открытое множество, зависящее 
Только OT Xp, ..., Хх; и содержащее х;. 


Ясно, что, наоборот, всякая функция такого типа однозначно 
определяет некоторое сечение пучка «Я ” над U, 
Рассмотрим две функции 


“(х,..., Xp) и B(Xp, «0s М), 
определенные соответственно для 
%ЕЧ, x,€ U(x), ... 
%ЕУ, мЕУ (5, ... 


и, следовательно, определяющие некоторые сечения а и В пучка «Я” 
над О и\. Для того чтобы эти сечения совпадали в И —= (ПУ, 
необходимо и достаточно, чтобы имело место равенство 


“(ху ..., МВ (Хи... ХИ) 
на некотором множестве вида 


Е, м (№), ..., ЕЙ (№... Ху. 


Это утверждение очевидно для n=O и доказывается индукцией 
по п. 

Отсюда вытекает, что для задания сечений пучка «Я" над U 
можно было бы ограничиться рассмотрением функций 


(хо... Xp) Eve (X,), 


определенных во всем U"t!, Эти функции, очевидно, образуют абе- 
леву группу. Группа сечений пучка «Я" над И совпадает с фактор- 
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группой рассматриваемой группы функций по подгруппе „локально: 
нулевых“ функций, т. е. функций а, удовлетворяющих равенству 


ана x,)=0 


на некотором множестве вида 
% СИ, м ЕЦ (%%), ..., м ЕИ (№ +... м. 


Отметим важное отличие от коцепей Александера — Спаньера, опре- 
деленных для простых пучков в примере 2.4.2. Оно состоит в том, 
что множество указанного вида, вообще говоря, не является окрест- 
ностью диагонали в OU?t?, 

Указанная конструкция позволяет явно задать каноническое вло- 
жение «Я "~> ¥ "*'. Действительно, т сечение а пучка ‹Я”, 
представленное функцией a(x, ..., X,). Пусть “(Ху ..., Хи) — 
фупкция, представляющая я как сечение пучка «Я "+'. В этом случае 
для всякого х функция 


(Хь..., Я) (Х, Хр...) Xp) | 
определяет росток сечения &(x)E oF "(х). Но такой же росток опре- 
деляется и функцией а (х‹, ..., X,), поэтому 

а (0, Ха, ees ХЕ (Ж, 6... Ма). 


(с) Полусимплициальная структура ') в «Я *(Х; A). 

Для того чтобы определить полусимплициальную структуру на 
градуированном пучке of * == («Я "), необходимо H достаточно onpe- 
делить на градуированных группах F¥*(U) полусимплициальные 
структуры, совместимые: € операторами ограничения. | 

Пусть а — сечение пучка of? над открытым множеством И и 
{ — возрастающее отображение множества A, в A,. Мы должны 


определить сечение 8=/ (а) Е «Я (И). Для Sane ripencrasiine а. функ- 


цией &(х,..., X,)Eve(x,), определенной в U?*', и обозначим 
через В функцию, заданную формулой 
В (xp, я Xq) =4(X 7) ча, Xf(p)) (а). | - (18) 


Здесь использованы обозначения замечания 4.3.2, а именно, если 
ц — элемент из (x), то через u(y) обозначается любая ays 


y >a(yE4(y), 


которая непрерывна в точке х и равна и при у=х. Несмотря на 
неоднозначность, которая содержится в формуле (18), легко провез. 
ряется, что сечение В пучка «Я Ч над И, определяемое функцией (18), 
зависит только от сечения а пучка F Р. 

1) Читатель, желающий избежать явных вычислений, которые приводятся 
ниже, может ‘обратиться К приложению. - we 
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Мы предоставляем читателю проверку аксиом полусимплициальной 
структуры, а также объяснение того, почему невозможно определить 
на of * „полную“ симплициальную структуру. Важно иметь в виду 
следующее соотношение: если UE U(x), то 


и (У) (2) = #(2) 


на множестве вида YE U(x), 26 И (у). 

Дадим теперь явные формулы для дифференциала 4 в с". Он 
преобразует сечение, представляемое функцией &«(х.,..., X,), в сече- 
ние, представляемое функцией, (или точнее, представляемое одной из 
функций, задаваемых следующей формулой): 


(da) (хо, ..., Fax) = Ха Е re 
с ео. 30 


Отсюда следует в силу формул замечания 4.3.2, что каноническая 
резольвента @“(Х; ut) канонически вложена в дифференциальный 
пучок F *(X; A). | 

(4) Производные пучки для F*(X; A). 

Мы покажем сейчас, что of “(X; ®) является резольвентой 
пучка A. 
__ Пусть a€ ¥"(x), где x фиксирована, и da —=0. Нужно доказать, 
что «Е. (х) при п=0 и что «Е 4(‹«Я" ' (х)) при n>. 

Предположим сначала, что n= 0. Пусть х представлен в окрест- 
ности И точки x функцией а (хо) Eu (хо. Тогда соотношение da = 0 


означает, что функция a (x,)— (ху) (х!) определяет 0 в «Я 1(х), т. е. 
что при достаточно малой И имеем 


а (х,) = а (Xp) (X44) 


на множестве вида Е И, x,€ U(x,). В частности, полагая ху = x, 
получаем - 


в (x,) = a(x)(x,) для x, € U(x). 


Но это означает, что функция & (х\) есть непрерывное сечение пучка Uf, 
равное @ в xX, т. е. «6 .&(х), что и требовалось доказать. 
Предположим теперь, что п >. 1, и представим а в окрестности U 
точки х функцией а(ху, ..., x,)E «в (х,„). Так как 4% ==0, то можно 
считать (если U достаточно мала), что функция (19) локально равна 0 
в Ц, т. е. равна нулю на множестве вида жСИ, x,C U(x), ... 
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+, „нЕ (№, ..., *,). Выделим в (19) член с i =0 и nos 
ложим X)—= x. Тогда получим 


п 
i+1 ^ 
М X= DV! ео 
i= 


+ (—1)"a(, Nyy ..., Xn) (Keys 
rae 
HEU): 256 U Oy App Hees Bay COO, Sy ek Bk 
Рассмотрим функцию 
Вороне My SS OK, Kop exe een) 
и положим 


V= U(x), V(x) = U(x, ж), .... 


Тогда предыдущее соотношение показывает, что 
п-1 


&(ж,..., №) = ео ee р” 
++ (—1)" 8%, a i | Xn W(X), 


когла x,EV, м, СУ (x), .... Итак, если обозначить через В росток 
сечения пучка oF ""'(X; A) в точке x, определяемый функцией 
8(%,..., X__1), ТО == dB. Этим доказано, что oF *(Х; cA) является 


резольвентой пучка cf. 

Будем называть of *(Х; uf) канонической симплициальной ре- 
зольвентой пучка cf. Если Ф — некоторое семейство носителей. 
в Х, то положим 


ЕРъ(Х; ®)= Гь («Я *(Х; A)). 
Это полусимплициальный коцепной комплекс. Ясно, что справел- 
ЛИВЫ следующие утверждения: 


(1) Каноническое вложение C*(X; A)—> Я *(Х; A) индуцирует 
изоморфизмы 


Но; од =H? (Fak: 4). 
(П) Всякой точной последовательности 
00> t’>+ A> A’ > 0 
соответствует точная последовательность 
0—>Рь(Х; #) > Fa(X b> Fa(Xs A) > 9, 


которая приводит при посредстве нзоморфизмов (1) к точной 
последовательности когомологий, связанной с исходной точной 
последовательностью. у 
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. Все это показывает, что в $ 4 можно было бы определить 
группы Hy (X; vé) с помощью симплициальной резольвенты F *(X; A) 
вместо резольвенты @*(Х; cf). 

(e) Канонические гомоморфизмы 


F(X MX FV; BF UXKY; дю). (20) 


Для того чтобы их определить, достаточно построить гомомор- 
физмы 


F*(U; A)x F*(V; @)>F(UXV; AF) 


для произвольных открытых множеств И из X nu V u3 Y. Рассмо- 
трим для этого функции «Е F"(U; 4) и ВЕР"(У; #) и определим 
искомый гомоморфизм, сопоставляя элементу «В из F"(U; A) ® 


® F"(V; #) элемент из F"(UXV; AQ 8), определяемый функ- 
цией 
W(X, vss ВО -.., Ул). 


Мы предоставляем читателю проверить корректность этого опре- 
деления. 

(Г) Построение декартова произведения. 

Так как пучки «Я *(Х; 6) имеют полусимплициальные структуры, 
то соображения, развитые В начале этого пункта, приводят к канони- 
ческим гомоморфизмам 


F(X; два"; тя к": (2) 


[эти гомоморфизмы в отличие от гомоморфизмов (20) следуют из 
теоремы 3.10.1 гл. Г и с гомотопической точки зрения являются 
эквивалентностями]. Композиция этих гомоморфизмов с (20) дает 
естественные гомоморфизмы 


9х9“; P>F*(XXKY; AB F) 


и, следовательно, гомоморфизмы комплексов 

РЪ(Х; A OPEV; ®)> Р.Х; A®#). 
Переходя к когомологиям, получаем гомоморфизмы 

НАХ; № ® НУ; BAS UXXY; #9), 


которые, в силу теоремы 6.2.1, совпадают с декартовыми произве- 
дениями. 

Само собой разумеется, что эти результаты приводят к явному 
построению декартова произведения. Если класс когомологий & сте- 
пени р над X представлен функцией a(x, ..., Xp) EA (Xp) и класс 
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когомологий ц степени 4 над У представлен функцией В(у’, ... 
ees УЕ Я (0), то FX Q представлен функцией 


(о, Уо), я (Ха, Yi gl = 
F=A(Xq, ..., Xp) ( о ®В С, ..., Я 


Если ограничиться элементами канонических резольвент, то мы вновь 
получим формулу (6) из п. 6.1. 

В итоге мы видим, что, как уже говорилось выше, понятие де- 
картова произведения в теории пучков непосредственно связано 
с понятием декартова произведения, рассматривавшимся в $ 3 гл. 1. 
Для паракомпактных пространств это было нами проверено еще 
раньше с помощью теории Чеха. 


6.5. Формальные свойства декартова произведения, 


В силу сказанного выше почти очевидно, что декартово произ- 
ведение в теории пучков обладает свойствами декартова произведе- 
ния, установленными в гл. I, теореме 3.11.1. Докажем это утвер- 
ждение. 

(а) Отображение (&, n)—>&x 7 в степени 0 сводится к кано- 
ническому отображению 


T's (4) Х Гу (F) > Tg (4 F). 


Это свойство тривиально. 

(b) Декартово произведение совместимо с гомоморфизмами 
пучков. 

Это свойство опять очевидно. 

(с) Отображение ($, 1) —Ёхт билинейно. 

Это свойство также тривиально. 

(4) Декартово произведение ассоциативно. 

Для доказательства этого утверждения достаточно проверить, что 
для трех пространств Х, У, Z и пучков 4%, #, @ над этими про- 
странствами следующая диаграмма „гомотопно“ коммутативна (эта 
диаграмма даже коммутативна в строгом смысле слова, если задать 
естественные преобразования Х” ® У*— Х*х У* явными формулами 
из гл. I, замечание 3.9.1): 


(£8 998 © >88 Cn LOGS ©”) 


| 
((4.8 #8 CY > (AB KF BCV-AG(#BE)). 


уе Ce" A O(#® ey 
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В этих формулах v€* обозначает каноническую или каноническую 
симплициальную резольвенту пучка cf. 
Заметим, что наше доказательство основано исключительно на 


~ “~ 
существовании гомоморфизмов ‹/“ ® 2*—(И® #)", т. е. в конеч. 
ном счете на явных формулах п. 6.1 или п. 6.4. Можно дать зна- 
чительно более „функторное“ доказательство этого факта, исполь- 
зующее теорию инъективных пучков, которая развита в следующем 
параграфе. Мы предоставляем читателю проделать это доказательство 
в качестве упражнения. 

(е) Декартово произведение антикоммутативно. 

Другими словами, для заданных классов когомологий & и т про- 
странств Х и Y образ элемента — x 4 при каноническом изоморфизме 
когомологий пространства X >< У на когомологии пространства УЖ Х 
равен (— 1) yx где р и 9— стегени классов Ё и 1. Самое про- 
стое доказательство получается в симплициальной теории. Если f 
и @ — рассматриваемые пучки над Х и У, то, пренебрегая семей- 
ствами носителей, будем иметь диаграмму 


F(X; HOF; RB) > F*(X; и FY; Ра AGB) 


FY; №) © F(X; A> Е* (У; B) x F(X; A> FV XX; ABB). 


Мы уже видели [гл. |, часть (b) доказательства теоремы 3.11.1], что 
левый квадрат этой диаграммы коммутативен с точностью до гомо- 
топии. Правый квадрат также коммутативен, что легко вытекает из 
явных формул. Это и дает требуемый результат. : 
(+) Совместимость декартова произведения с точными после- 
довательностями. 
Рассмотрим точную последовательность пучков с базой Х 


0> ft 5 4 м" ->0. 
Пусть Я — такой пучок с базой У, что последовательность | 
0+ 4S дея 19 #0 


точна. В этом случае имеются точные последовательности когомо- 
логий над А и над ХЖУ. Докажем, что для любых классов кого- 
мологий Е Н*(Х; М”), чЕ Н*(У; @) имеем 


BR” x nm) = (088”) x т. 


Для доказательства представим & коциклом s”EF*(X; vt”), 
а 1— коциклом tEF*(Y; #). Тогда найдется коцепь s€ Р*(Х; A), 
такая, что s”==v(s). В этом а: коцикл 4$ Е Р*(Х; 2’) Oyaer 
представлять класс 8. - 


so? 
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Обозначим отображение 
F*(X; ОФФЕ"; B)>FUXXY; ABS), 


приводящее к декартову произведению, через s@f—->sxt. Тогда 
легко заметить, что класс 8(=”х 1) представлен коциклом @(5хв, 
а класс (6&”) x 7— коциклом (4$) хЕЁ. Поэтому достаточно доказать 


формулу 
4 ($ xt)=(ds)xt. 


Но она тривиальна, так как отображение $ ®Ё->5хЁ является гомо- 
морфизмом комплексов и потому 


d(s x t) = (ds) x t+ (—1Р 5х4 
для s€F?(X; A, t€F'(Y; @). Это и дает требуемый результат. 


6.6. Определение и свойства ‹›-произведения. 


Пусть Х — топологическое пространство, ‹«— пучок колец 
с базой Х, A — правый -модуль, of — левый Х-модуль. 
Определим отображения 


Нъ(Х; P)X AVX; о) НЫ (Х; F 8 AM), 


где Фи Ф — семейства носителей в Х, а 9 — пересечение семейств 
9 —=ФПТ. 


Рассмотрим для этого канонические резольвенты @*(X; 7) и 
@*(Х; cM). Первая резольвента состоит из правых «-модулей, 
вторая — из левых «ё&-модулей. Можно образовать дифференциальный 
пучок @*(Х; 2 ® CCX о). В силу замечания 4.3.2 рассматривае- 

я 


мые резольвенты гомотопно тривиальны как «@-модули (т. е. дифферен- 

циальные vf (х)-модули „9 (х) и oM* (x) гомотопно тривиальны для 

всех ХЕХ). Поэтому тензорное произведение @*(Х; F)@ @*(Х; A) 
я 


будет резольвентой пучка „5? ® о. Таким образом, имеются канониче- 
я 
ские гомоморфизмы 


HPT [Го (@*(Х; 28 C*(X; ой) )1 > HE “(Х; Lf @ ot). 


Кроме того, имеется гомоморфизм комплексов 


Го (C7 (А; С о) ) > Гь(@* (АХ; >) @*(Х; A)) 
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и, следовательно, гомоморфизмы 


НЪ(Х; 2) ® НУ; ой) > HT (@*(Х; -P)® 6*(Х; «1. 


Композиция этих гомоморфизмов дает канонические гомоморфизмы 


НС; 9 ® ШОН PBoh), | (22) 


H(X; м) РЗ 


которые и приводят к искомым отображениям. 
Если заданы классы ЕЕ НЬ(Х; .9Р) и ч6 НУ(Х; о), то образ 


EU HEHE (X; LG ® ой) 
BA A 


элемента —€@ YH при отображении (22) называется W-npouseedenuen 
над A классов Ё и 1. 

Теория декартовых произведений, которую мы подробно изло- 
жили, переносится почти дословно Ha <>-произведения. Поэтому мы 
ограничимся указанием окончательных результатов, предоставляя 
читателю проверку наших утверждений. 

Прежде всего гомоморфизмы (22) можно определить прямо на 
основе гомоморфизма резольвент 


е'(; 7) ® @*(Х; ой) > ©"; Boh), 


который переводит элемент «®в, где @&(х,..., хр. (х,). 
В ..., Хр eM (х.) — произвольные „коцепи“, в коцепь 
“(ху ..., Хр) (Хоа) OB (Xp, sees Яра). 


С другой стороны, имеет место следующий аналог теоремы 6.2.1. 

Теорема 6.6.1. Пусть „9? — правый A-modyas, о И — левый 
‚Я-модуль, а < — некоторый 7-модуль. Пусть задана резоль- 
вента „9 модуля <, состоящая из правых A-modyaed, ре- 
зольвента оШ модуля cM, состоящая из левых «-модулей, 
и резольвента F* пучка P. Пусть, наконец, имеет место ком- 
мутативная диаграмма 


FS о" — > f* 
A 


ios ca 
„Рой —-—- Sf. 
м“ 
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Тогда имеем коммутативную диаграмму 


м ESE nee 
Hy (X; FL) ® Ну(Х; о) —> НЬ(Х; $). 


[В этой диаграмме верхняя горизонтальная стрелка индуцирована 
гомоморфизмом 9, нижняя горизонтальная стрелка получена компо- 
зицией ‹)-произведения над vf с гомоморфизмом и”, вертикальные 
стрелки следуют из того, что <, ... являются резольвентами пуч- 
ков .¥, .... Наконец, тензорные произведения берутся относительно 
кольца H°(X; A).] 

Из этой теоремы, в частности, вытекают такие следствия: 

(а) Пусть дифференциальные формы © и w на дифференцируемом 
многообразии Х определяют классы когомологий &, ЧЕ Н*(Х; В). 


Тогда форма ® Л ® определяет класс когомологий — VU 4. 
R 
(b) ‹/-произведение можно определять и с помощью симплициаль- 
ных резольвент. Действительно, в обозначениях начала этого пункта 


имеем гомоморфизмы 


F *(X; LVGF*(X MM) > F*(X; L) x FX M) 


Я *(X; L)% F(X; M) > Я *(Х; LBM). 


Первый следует из гл. 1, $ 3, а второй получается итерацией оче- 
видного гомоморфизма . 


C(x; L)B C°(X; ой) > @°(Х; 284). 


Разумеется, что если над X заданы пучки _f* и cf* полусимпли- 
циальных коцепных комплексов, то их декартово произведение 
определяется формулой (.57* x of*)" == FY" © о" при очевидном опре- 
делении операторов граней. 
(с) Можно определить ‹/-произведение и в теории Чеха. Пусть 
WU=(U,) и 3 — (V,)— два покрытия пространства Х, оба открытые 
или же оба замкнутые и локально конечные. Обозначим через 
3 — ИП покрытие, образованное множествами И; ПУ,. Имеем 
прежде всего, согласно гл. I, $ 3, гомоморфизмы 


e* (Ц; PIB C* (3; AM) 2° (Us 7) х ©` (33; off). 


С другой стороны, имеем гомоморфизмы 


eras F)* Os AA) —> @' (8; L & oh), 
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которые определяются следующим образом. Если a, г и В; ...у 
п O° п. 


коцепи покрытий И и 3 со значениями в LP и “oll, TO искомый 
гомоморфизм преобразует ax в коцепь 1 покрытия % co значе- 
ca 


ниями в LP Gof, определенную формулой 
4 
Toho) << вил) (4) =... i (4) 9 В... 7, (4) (HE Yi, 1, VG, ... 7,)- 


Разумеется, для того чтобы получить гомоморфизм пучков, нужно 
применять эту формулу локально. Отсюда получаются канонические 
гомсморфизмы 


(Х; м) 


| a BU 2), @ HER of)» Hw UN 285) 


Под действием канонических гомоморфизмов когомологий покрытия 
в когомологии пространства полученные гомоморфизмы переходят 
в ‹„-произведения над ut. 

В пределе получаются W-npouzeedenua в когомологиях Чеха 


| R(X; 2) ® H&(X: oh) > Hehe (Xs LF Bol), 
HX; A) A 


которые также совместимы с «»-произведениями, определенными 
в начале этого пункта. 

Свойства, сформулированные в п. 6.5 для декартова произведе- 
ния, при очевидных изменениях остаются справедливыми для ‹^-про- 
изведений (ассоциативность и антикоммутативность имеют место только 
для пучков коммутативных колец), т. е. ‹/›-произведение билинейно, 
ассоциативно, антикоммутативно и совместимо с точными последова- 
тельностями когомологий. В качестве приложения получаем, что 


если &— пучок коммутативных колец над X, то группа Нъ (Х; A), 
снабженная «›-произведением, является ассоциативной, анти- 
коммутативной градуированной алгеброй над кольцом Н®(Х; &)= 
—=Г(.4). Это — кольцо когомологий (с носителями в Ф) простран- 
ства’ X со значениями в cf. 

В случае когда пучок vé простой, т. е. когда его можно ото- 
ждествить с фиксированным кольцом A, ‹л-произведение можно 
получить из декартова произведения с помощью диагонального ото- 
бражения х->(х, x) пространства Х в ХХ X. Действительно, это 
отображение индуцирует гомоморфизмы 


How (ХХ; BoM) How (Х; LB oh), 
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композиция которых с декартовыми произведениями дает (J-Npou3- 
ведения. Это следует, очевидно, из того, что обратный образ пучка 


—— 

„Р®оЙ при диагональном отображении есть ff ® о. Следова- 
тельно, в этом случае можно было бы вывести свойства W-npous- 
ведения из свойств декартова произведения. 

Впрочем, этим способом можно получить ‹›-произведения и над 
произвольным пучком колец vf. Действительно, пусть „97 — правый 
`И-модуль, of — левый £-monyan. Обозначая тензорное произведе- 
ние над кольцом целых рациональных чисел просто знаком ©, имеем 
канонический гомоморфизм 


LRM > бой. 
of 


Композиция соответствующего Ггомоморфизма с ‹/-произведением от- 
носительно кольца Z дает отображения 


НУ(Х; .9) XK НУСХ; о) -> How (Х; 785. 


Легко видеть, что они билинейны относительно кольца H°(X; 0). 
Следовательно, эти отображения определяют гомоморфизмы 


НЪ(Х; F) ® НУ(Х; M> НЙ (Х; L BoA). 
F(X; A) A 


Это и есть ‹^-произведение над uf. 
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7.1. Инъективные пучки, 


Пусть Х-— пространство, ‹ — пучок колец с базой Хи 9 — 
левый „{-модуль. Пучок Ff называется‘ инзективным, если функтор 


„— Ном ,(.9, JF); 


определенный ‘на категории левых «&-модулей, точен. 

Теорема 7.1.1. Всякий Ж-модуль можно погрузить в инек- 
тивный &-модуль. 

Действительно, пусть „9 — левый «-модуль. Для любой точки 
хЕХ выберем погружение «#(х)-модуля F(x) в инъективный 
A (х)-модуль I(x). После этого построим левый Ф-модуль JF, по- 
лагая для всякого открытого множества И из X 


я = 1 (1) 


и определяя естественным образом операции ограничения. Ясно, что Ff 
можно погрузить в 5. Докажем, что YF — инъективный -модуль. 
Очевидно, это будет доказано, если мы покажем, что для любого 
`И-модуля oM имеет место канонический изоморфизм 


Ном , (of, T)= [fh Hom. (A (x), I(x)). (2) 
Заметим прежде всего, что для всякого х имеется канонический 
гомоморфизм  (х)-модулей 
U(x): F (x) —>1(%); 


достаточно сопоставить сечению пучка YF, определенному в окрест- 
ности точки Хх, его „значение“ в этой точке. Таким образом, всякий 
гомоморфизм f: A> 9 определяет семейство гомоморфизмов 


1%) =9(х)‹ Г (x): A(x) 1 (x). 


Отсюда получается гомоморфное отображение левого члена фор- 
мулы (2) в правый. Построенный гомоморфизм является мономор- 
физмом, так как f преобразует сечение $ Е of (И) в сечение пучка J, 


19* 
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определяемое элементом F(x) 6 (*))) с y из gv). Этот гомомор- 


физм является также эпиморфизмом, потому что любому семейству 
«Я (х)-гомоморфизмов g (x): о@ (x) > Г(х) и всякому сечению $ Е о (И) 
можно сопоставить сечение / (5) Е JF (Ц), представленное семейством 
(g (*) (5 (х))), cu" Мы нашли такой гомоморфизм }: о -> 5, что 


#2 (х) = (*) для всех x. Теорема доказана. 

Аналогичная теорема относительно проективных -модулей не- 
верна. 

Теорема 7.1.1, очевидно, позволяет применять методы гл. I, по 
крайней мере те, которые основаны только на существовании инъек- 
тивных объектов. Таким образом, например, получаются следующие 
результаты, которые излишне доказывать здесь, поскольку они 
справедливы для любой абелевой категории, обладающей „достаточным 
количеством“ инъективных объектов; 

(а) Всякий И-модуль обладает инзективными резольвентами. 

(5) Пусть заданы #-модули ФР и о, резольвента .F* пучка F. 
и инъективная резольвента оШ* пучка cM; тогда всякий гомомор- 
физм L—>A можно „продолжить“ до гомоморфизма „9 —> о * 
и это „продолжение“ единственно с точностью OO гомотопииц. 

(с) Всякая точная последовательность -модулей может 
быть „продолжена“ OO точной последовательности инбективных 
резольвент Ж-модулей, которые ее составляют. 

Заметим в заключение, что всякий инъективный -модуль является 
вялым пучком. Для доказательства этого достаточно написать для 
каждого открытого в Х множества U точную последовательность 


0> ty >to tx. v0 
(теорема 2.9.3), которая дает точную последовательность 
0— Ном (Ихци, 9)— Нотл (&, 9)—> Нот (Жо, 9)—>0. 


Это и доказывает наше утверждение. 


7.2. Производные точного слева ковариантного функтора, 


Пусть Т— ковариантный, точный слева функтор, определенный 
на категории левых „ё-модулей, со значениями в абелевой катего- 
рии ®. Для любого „-модуля „9 выберем и зафиксируем инъек- 
тивную резольвенту J *(_F) и положим 


7" (P= Н"[Т(9* (9) == Ker (MID) | 
> T(F"™"(P)yilm [TGF (F))—> MIL). 


Тогда имеют место следующие свойства; 
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(а) P->T"(F) является ковариантным функтором со зна- 
чениями в &. 

Действительно, всякий гомоморфизм ff: _б?-> о можно продол- 
жить до гомоморфизма f*: 9*(_9?)-> 5 * (cH), причем такое про- 
должение единственно с точностью до гомотопии. Применяя функ- 
тор Н”(Т(...)), получаем вполне определенный гомоморфизм 


Т" (А): Т" (92) > Т" (ой), 

который, очевидно, удовлетворяет требованиям, входящим в опре- 
леление функтора. “ 

(6) Функтор T° изоморфен функтору Т. 

Действительно, так как Т точен слева, то точная последователь- 
ность 

Pa SF HIS) FOL) 

приводит к точной последовательности 


0—7(.92) > Т(9°(.2))-> Т(91(.97)), 


что и дает требуемый результат. 
(с) Со всякой точной последовательностью 


0—> D> F> 9" >0 


связана точная последовательность | 
0>T(P)>T PD OTL) GF’) >.... 


Так как функторы 7” не зависят с точностью до изоморфизма. 
от выбора резольвент 5*(.5Р), то можно считать, что имеется точ- 
ная последовательность 


Я ae Bs as Ol aa 


совместимая с заданной точной последовательностью 1). Так как пер- 
вый член является инъективным, то эта точная последовательность 
расщепляема 2), а следовательно, последовательность 


0> MP (F)) AUP (F)) > Т(9" (F')) > 0 


точна. Отсюда и получаются гомоморфизмы 6. 


') Существование инъективных резольвент пучков _97’, FY uF", об- 
ладающих указанным свойством, доказывается так же, как аналогичное пред- 
ложение для модулей (см. гл. У, $2 книги Картана и Эйленберга). — /7рим. 
ред. 


2) Точная последовательность 0 -> ot’ > A—> A” ->0 называется рас- 
щепляемой, если существует такой гомоморфизм $: 4" > М, что фоф = 1. 
Для расщепляемости такой последовательности достаточно, чтобы пучок vA” 
был инъективным. Действительно, в этом случае vt = A’ + Ap, где vty — не-, 
который пучок (доказательство такое же, как для модулей, см. п. 1.4 гл. I) 
Очевидно, ф изоморфно отображает oy на A”, что и позволяет определить. 
нужный гомоморфизм {. — Прим.. ред, : 
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(94) Т”"{( 92) =0 для п>.1, если YF инзективен. 

Действительно, в этом случае резольвента 5*(.57) гомотопически 
тривиальна; следовательно, таким же является и комплекс Т( 5“ (.5Р)). 

Пример 7.2.1. Возьмем функтор 


T(PH)=TeC). 


Toraa производные этого функтора канонически изоморфны функ- 
торам SY ->H2(X; ). Это следует в силу теорем 4.7.1 — 4.7.3 
из того, что резольвента &/“*(.97) состоит из вялых пучков. 

Пример 7.2.2. Пусть 4 — левый -модуль. Рассмотрим функ- 
тор 


о — BoM 2 CF, MM). 


Производные этого функтора (со значениями в категории пучков 
абелевых групп над Х или в категории «ё-модулей, если vf ком- 
мутативен) будут обозначаться через 


ВЕ (LF, ой). 


Пример 7.2.3. В обозначениях предыдущего примера рас- 
смотрим функтор 


A —> Нота ($, ой). 
Его производные функторы (со значениями в категории абелевых 
групп) обозначаются через 
Ext", (%, of). 
Мы предоставляем читателю интерпретацию свойств (а) — (4) для 


двух последних примеров. 
В заключение заметим, что если взять „57 =cut, то будем иметь 


Hom, (4, о) = Г (4). 
Поэтому для любого левого «„ё-модуля of имеем 


Н”"(Х; ой) = Ех (A, ой). 


7.3. Спектральная последовательность для Ext. 


Нам понадобятся следующие две леммы. 

Лемма 7.3.1. Пусть 9 и eM — два левых A-modyaa, U~ 
открытое подмножество в Х. Тогда имеет место канонический 
изоморфизм 


Нот | и (7 |Ц, о | И) = Ном (fu, о). 
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Всякий гомоморфизм 9, о спределяет некоторый гомомор- 


физм [И о | Ц. При этом последний гомоморфизм может опре- 
деляться лишь одним гомоморфизмом „5, > of, так как Ly (x)= 


при хе И. Пусть, с другой стороны, задан гомоморфизм f : И -> 
>of | Ц. Определим отображение f накрывающего пространства „9, 
в накрывающее пространство о, полагая f—=f над И и f=0 
над X \ Ц. Все сводится к доказательству непрерывности отобра- 
жения f. Пусть $ — сечение из „9, (У), где У — открытое в Х мно- 
жество. Так как ограничение сечения $ на ИПУ является сечением 
пучка | И, то fos непрерывно на И ПУ. Но s=08 И\ (ИПУ), 
а следовательно, и в некотором открытом множестве W, удовлет- 
воряющем условию 
U=WuU(UNY). 


Значит, fos==0 в \. Отсюда следует непрерывность отображения 


fos на всем V. 

Лемма 7.3.2. Пусть Ри & — два левых A-modyan. Если 
пучок Ff инзективен, то пучок Homy( LF, JF) является вялым. 

Действительно, сечением этого пучка над открытым множеством U 
является гомоморфизм ¥|U—>g|U, т. е. по’: предыдущей лемме 
гомоморфизм „9, J. Так как Gf — инъективный пучок, а Py 
есть «#-подмодуль пучка „57, то этот гомоморфизм индуцирован неко- 
торым гомоморфизмом „<-> 5}, что и требовалось доказать. 

Теорема 7.3.1. Пусть X— топологическое пространство, 
«Я — пучок колец с базой Х, FY и M— два левых A-modyaa, 
Тогда существует спектральная последовательность, в которой 


ЕЙ = H"(X; 8х%(.9, o&)) 


ue которой член Ех является биградуированной группой, свя- 
занной с градуированной группой Ext, (Ff, A), снабженной над- 


лежащей фильтрацией. 
Возьмем инъективную резольвенту 5“ (о) и образуем двойной 
комплекс ; 


K=C*[X; ®2т(.9, J*(A))). 
Для этого двойного комплекса имеем 
(EV! = H"|C? (X; Kom(F, J*(M)))|=C?[X; 96" Hom F, F*(eA)))], 
так Kak функтор СР(Х; ...) точен. Следовательно, 


‘EY? = СР(Х; 8х8 (FL, cM)) 
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и поэтому 
EB? — Н?Р(Х; Sat", о). 
Кроме того, 


"EM — НЧ[С*(Х; вот (.9Р, FJ? (о) ) | = HX; в2т(.9, 97 (oAM))). 


В силу леммы 7.3.2 эта спектральная последовательность вырождена, 
так что 


Н"(К) == "ЕВ = Н" (вот (9, 9* (о) )) = Ех" (9, A). 


Теорема доказана. 
Следствие. Имеем точную последовательность 


0-—> W(X; эти (97, о) ) > Ext), CF, AM) > Н°(Х; Ext CF, oM))—> 
— H?(X; Bomyg (Ff, M))—> Ех@, (F, ой). 


Это вытекает из теоремы 4.5.1 гл. [. 


7.4. Использование локально свободных резольвент, 


Рассмотрим пучок колец ‹ с базой Х и для произвольного 
целого п>.1 обозначим через vé" прямое произведение п пучков, 
идентичных с пучком 6. Пучок 4" можно рассматривать как левый 
или как правый {-модуль. Произвольный «{-модуль „9 будем на- 
зывать локально свободным, если для всякого достаточно малого 
открытого множества Ис Х пучок „9|И как (|И)-модуль изо- 
морфен пучку v€”| U (где п может зависеть от (/). Наконец, „-модуль SF 
будем называть модулем конечного типа, если существует гомоло- 
гическая резольвента 


>. > Lor 9-0, 


состоящая из локально свободных «&-модулей (такая резольвента 
будет называться резольвентой конечного типа). Будем говорить, 
что „97 — модуль локально конечного muna, если (| И)-модуль „2 |U 
для всякого достаточно малого UCX имеет конечный тип. 

Например, когерентные алгебраические пучки, рассматривавшиеся 
Ж. П. Серром [Serre J. P., Ann. Math., 61 (1955), 197—278)] 1), 
имеют локально конечный тип; таковы же аналитические когерентные 
пучки теории Картана — Ока. 

Отметим сначала следующий результат: 


1) Русский перевод см. в сб. „Расслоенные пространства“, ИЛ, M., 1958, 
стр. 372—450. — //рцм. ред. 
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Лемма 7.4.1. Пусть 9 — локально свободный левый A-modyar, 
A — произвольный левый Л-модуль. Тогда для 4 >| имеем 


82, (Ff, о) = 0. 


Достаточно доказать, что функтор о -> Ж2ти (9, cf) точен. 
Так как вопрос носит локальный характер, то можно считать, что 


SF = A’, но Torna мы получаем функтор cf —> cf”, что и доказывает 


лемму. 
Заметим, что из этой леммы и теоремы 7.3.3 вытекают канони- 


ческие изоморфизмы 
Ext (fF, &) = H"(X; ®2тил (.9, o&)), 


имеющие место для локально свободного „@-молуля $. 

Теорема 7.4.1. Пусть „57 — левый @-модуль конечного типа; 
„9, — резольвента конечного типа пучка 5, ой — произвольный 
левый Ж-модуль. Тогда имеют место канонические изоморфизмы 


8х. (9 ‚ AM) = KH" (Жоти ($Р., M)). 
Действительно, пусть of’ — инъективная резольвента пучка о. 
Рассмотрим пучок двойных комплексов 
Kh = отл (.9,, о) 


[его компонентами являются пучки Al = Komal Ly, AM “|. Pac- 
сматривая все в абелевой категории пучков абелевых групп над X, 
вычислим первую спектральную последовательность для о. Имеем, 


очевидно, 
$f! = HE (отл (9, M')) = В (LF, of), 


так что по лемме 7.4.1 наша спектральная последовательность вы- 
рождена. Так как, очевилно, 


0 
87 = 90" (ham (.9,, %M)), 
то осталось установить, что имеют место канонические изоморфизмы 
п п 
(KH) = 8 хил (9, A). 


Для этого воспользуемся второй спектральной последовательностью. 
Имеем 


vera — HO! (Kom, ( Fen A?) ). 


Так как of? — инъективный пучок, а „57, — гомологическая резоль- 
вента пучка „57, то 


751 =0 при g>1, "OY — вот (LF, о”). 


Это и дает требуемый результат, 
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Следствие. Пусть SF — #-модуль локально конечного типа, 
A — произвольный &- модуль. Тогда для любого x CX имеет место 
канонический изоморфизм 


жел (.97, о) (х) = Ех (F(x), M(x)). 


Прежде всего, перейдя к достаточно малой окрестности, можно 
свести все к случаю, когда „57 имеет конечный тип. При этом предпо- 
ложении ясно, что слои пучка 8хЕ% (57, of) являются группами 
когомологий комплексев 


(в обозначениях предыдущей теоремы). Но так как „5, состоит из 
локально свободных пучков, то эти комплексы канонически изоморфны 
комплексам 


Нота (x) (F(x), о (х)). 


Поскольку .9?, (х) — свободная резольвента «(х)-модуля fF (x), то 
отсюда следует требуемый результат. 

Указанное следствие может быть доказано в несколько иных 
предположениях, а именно когда „9 — „когерентный“ модуль над 
„когерентным“ пучком нётеровых колец. См. по этому поводу работу 
А. Гротендика [Grothendieck A., Sur quelques points d’algébre 
homologique, Téhoku Math. J., 9 (1957), 119—211}. 


ПРИЛОЖЕНИЕ 
СТАНДАРТНЫЕ СИМПЛИЦИАЛЬНЫЕ РЕЗОЛЬВЕНТЫ 


1. Пять правил функторного исчисления. 


В $ 1 гл. | были определены для любых двух категорий R’ и R” 
понятия ковариантного функтора F: KR ->R" и гомоморфизма 
функторов 0: Р->( (Е, В: 8’ >”). Была определена также ком- 
позиция GoF: >” произвольных функторов Ё:®#—>й и 
С: ®’ >Я”. Кроме того, если заданы три ковариантных функтора F, 
Ц, Н: 8’ >” и два гомоморфизма функторов 9: F>Gub:G—>H, 
то можно определить композицию boo: Р->Н с помощью формулы 


фо (Х) =4(Х)°$(Х) (KER). 


Рассмотрим теперь два функтора F, G: >” и гомоморфизм 
9: Р>(. Если имеются два других ковариантных функтора 
И: RM” иу: DY >, то можно получить новый гомоморфизм 
функторов 
И жби : UoFoV->UoGoV, 


определяемый формулой ` 
И з0 «Уи (Х) = И (0 (У(Х))) (XE M’). 


Если И (соответственно У) является тождественным функтором, то 
будем писать просто 9 « V (соответственно U * 9). Между операцией *, 
которую мы только что определили, и двумя законами композиции, 
определенными выше, имеются простые соотношения, которые можно 
сформулировать в виде пяти следующих правил. Мы ограничимся их 
формулировкой, так как доказательства тривиальны. 


(1) » (UV) 0 = И *(У « 8); 


эта формула имеет место, если заданы функторы F, G: R’ >”, ro- 
моморфизм 0: Р->С и два функтора У : Я” > WM и Us №". 


(II) 6 «(UoV)=(0* U)#V; 


эта формула, так же как и предыдущая, справедлива всегда, Когда 
имеет смысл. 
(IIT) (И /*+И=И* (0 *ИУ) =Изж0кИ; 
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эта формула справедлива, когда имеет смысл ее последний член. 
(IV) Us(8 of) «И = (Ue 0 eV) 0o(Ux 0" «V); 


эта формула справедлива, если имеются функторы F, G, H: R >", 
гомоморфизмы 6’: @—>Н, 6”: Р->( и функторы U: R”—> 2”, 
Vi oD. 

(V) (ф+ G)o(U 9) = (У #g)o(b# FP), 

эта формула имеет место, если заданы функторы 


Е, В: >" и И, У: R7 OM 
и гомоморфизмы | 
о: РО, b:U>V. 


2. Полусимплициальные объекты. 


Обозначим через А категорию, объектами которой являются стан- 
дартные симплексы Д, (п ==0, 1,...) (см. гл. I, $ 3), а Ном (А,, Aj) 


состоит из множества неубывающих отображений множества A, в А,, 


причем композиция гомоморфизмов в А определена как композиция 
отображений. 

Пусть задана произвольная категория ®. Полусимплициальным 
объектом в %, по определению, будет называться ковариантный 


функтор 
F*:A->&. 


Положим F"=F(A,)ECR и будем записывать F* в виде ais ete 
Заметим, что это определение специально приспособлено для кого- 
мологий. Дуальную точку зрения мы получили бы при замене ® на 
дуальную категорию. 

Пусть n> 0 — целое число. В множестве Нот (А,, A,,,) имеются 
отображения 1) 


НА Ак, - ВО, 


которые определяют в A,,, сингулярные симплексы вида (0,..., 
i, ..., a+1). Далее, в Hom(A,,,, 4,) имеются отображения 

i. ; 

5: AL aA, (O<ign), 
которые опрелеляют в A, сингулярные симплексы (0, ..., #—1, Zé, 
i, i+1,..., п). Тривиально проверяется, что всякий гомоморфизм 


A,->A, в категории A является композицией гомоморфизмов типа dp 


1) Имеем d, = Ра в обозначениях гл. 1, п. 3.5, 
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и 5!. Можно показать также, что все соотношения между гомомор- 


физмами в категории А являются формальными следствиями следую- 
щих соотношений: 


(а) dhiyodn=dniied, (<), 

(b) shosi,;—sioshth (< р, 

(с) : ae od’, == di 55/1 (EJ), 

(d) а], 

(©) аа АЕ Е 


Отсюда вытекает, что для задания в категории Я полусимплициаль- 
ного объекта Р* необходимо и достаточно задать объекты ЕЁ” кате- 
гории ® и гомоморфизмы 


(ЕР бе 
и as O<i<an), 
удовлетворяющие указанным выше соотношениям. OTH гомоморфизмы 


называются операторами граней и вырождений объекта F*. Прак- 
тически мы будем писать di и 5, вместо Р* (4„), F* (si). 


3. Основная конструкция. 


Пусть ® — некоторая категория. Обозначим через CS,(R) катего- 
рию полусимплициальных объектов в Я. В этом пункте будут по- 
строены ковариантные функторы 


*: ®-> 05% (®). 


Для построения F* достаточно построить функторы FF” : R> (п > 0) 
и гомоморфизмы d,:F"—>F"*!, si: F"'l_» F", удовлетворяющие 
соотношениям (а) — (е) из п. 2. 

Будем рассуждать ie ee образом. Исходя из ковариантного 


функтора 
С:#—>%, 


определим прежде всего функторы С”: R—> K, считая С° тожлествен- 
ным функтором, а С”*! =СоС”, и положим 


n — СП! (n> 0). 
Допустим теперь, что нам даны два гомоморфизма функторов 
k:C°-+>C!, р: С? — С". 
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Определим гомоморфизмы 
i 


т 6" — С" 07? — Ft), 


i 1 п att 
sh: PtH 7+ ctl РИ 


с помошью следующих формул: 


а = С° мы $ =С' «pec, 


Разумеется, соотношения (a)—(e) не будут выполняться, если He 
наложить дополнительных ограничений на А и р. Однако соотно- 
шение (а), которое в случае, когда ® — абелева категория, а F — 
алдитивный функтор, достаточно для определения дифференциала 
B P= ("> всегда выполняется. Действительно, OHO записы- 


вается в виде (считая f==i+t+rtt, r>0) 
(Co ake CO) о (Св В = С" т) = | 
=(c' eke с" +2) a (ое Ва с 


По правилу (IV) из п. 1 оно сводится к соотношению 
(СК) о (Е *С”) = (Е *С’+') о (С" * №), 


которое следует из правила (\) п. 1. 
Чтобы выполнялись условия (Ъ) — (е), достаточно подчинить Вир 
следующим условиям: 


(А) po(C#k)=po(k#C)=1, 
(B) po(C# p)=po(p#C). 


Докажем, например, соотношение (Ъ). Полагая f =i-t-r, где r> 0, 
перепишем это соотношение в виде 


(cit # pxC"!-")o(C! «р в ("1+1 — 
= (C!s pxC"~)o(Cit"*! * Dp eer), 
В силу правила ([V) это равенство можно сократить слева на С’ и 


справа — на С”-"-”, после чего оно сведется к соотношению 


(С’вр)о(р+С”*") == (р*С”) о ((’* *р).. 


Это соотношение совпадает с (В) при г =0, a для г>. 1 оно сразу 
же следует из правила (У). 
Мы предоставляем читателю доказать остальные соотношения. 
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4. Приложение к пучкам. 


Конструкцию п. 3 можно следующим образом применить к тео- 
рии пучков. В качестве Я возьмем категорио пучков множ2ств 
над заданным пространством Х, в качестве С возьмем функтор 


C(A)= C°(X; A), 


сопоставляющий пучку <4 пучок ростков всех (не обязательно непре- 
рывных) сечений пучка ‹#. В обозначениях $ 6 гл. П будем иметь 
тогда 


В" (= F"(X; A). 


Для построения гомоморфизмов функторов Rk и р нужно канони- 
чески, т. е. функторно сопоставить каждому пучку vl с базой Х 
гомоморфизмы пучков 
# (4): A> @°(Х; A), 
PEO COX CG Обо 


В качестве R(x) следует, очевидно, взять каноническое вложение. 
Чтобы определить p(t), достаточно „естественным образом“ сопо- 
ставить всякому непрерывному сечению пучка 


C°(X; C°(%; 4)) 
над открытым в Х множеством U непрерывное сечение пучка @°(X3 4) 
над U. Другими словами, достаточно произвольному (не обязательно 
непрерывному) сечению пучка @°(X; A) над U, например, сечению 
х->5(х), сопоставить некоторое (не обязательно непрерывное) сече- 
ние x—> s(x) пучка € над U. Для любого хСИ элемент s(x) из 
слоя над хв @°(X; #) является ростком не обязательно непрерыв- 
ного сечения пучка c€ в точке х, и поэтому его можно задать ото- 
бражением 

жм—5(х, хде (>), 

определенным для X,, достаточно близких к xX. Положим теперь 

$(х) = $(х, x), 
т. е. равным значению ростка сечения s(x) пучка v€ в точке х. 


Надо проверить теперь условия (A) и (В) предыдущего пункта и 
прежде всего соотношение 


(А) рэ(С*Ю = ро( + С) =1, 
которое означает, что 
p(t) >С @()=Рр(005#(С())=1 


для любого пучка ‹ над Х.. 
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Так как два первых члена этого равенства являются гомомор- 
физмами пучков 


C(A = @°(Х; A> C°(X; AH=C(A), 


то остается выяснить, как они действуют на сечения пучка @°(Х; A). 
Итак, пусть $ — непрерывное сечение пучка @°(X; <4) над откры- 
тым множеством Ц, представленное не обязательно непрерывным се- 
чением $ пучка 6 над U. Образом сечения $ при гомоморфизме 
R(C(A)) является непрерывное сечение пучка @°(X; @°(X; A)), 
полученное из 5 с помощью канонического вложения 


C°(X; A> в°(Х; @°(Х; 4)). 


Этот образ представляется некоторым He обязательно непрерывным 
сечением пучка @°(X; ‹@), а именно сечением $ (которое в действи- 
тельности непрерывно). Отсюда вытекает, что образ сечения $ при 
р(®)о (С (44)) можно представить не обязательно непрерывным се- 
чением пучка v£, которое получается, если каждому х@ U сопоста- 
вить значение в точке х ростка $(х) сечения пучка <4. Это значе- 
ние есть не что иное, как S(xX), и, следовательно, образом сечения $ 
при p(A)oR(C(A)) является $. Этим доказано, что ро(Ё*С) яв- 
ляется тождественным гомоморфизмом. Рассмотрим теперь po(C #R). 
Прежде всего нужно найти сечение пучка @°(X; @°(X; 4)), полу- 
чающееся из $ с помошью гомоморфизма С (Ё (4)), который является 
результатом применения функтора С к гомоморфизму пучков 


k(A): A> @°(Х; A). 


Обозначим через №, (4) отображение слоя над x в пучке ch 
в слой над x в пучке @°(Х; A), индуцированное отображением А (A). 
Если непрерывное сечение $ пучка @°(X; A) представляется не обя- 
зательно непрерывным сечением 5$ пучка vf, то образ сечения $ при 
С (Ё(4)) будет представлен вообще говоря разрывным сечением 


x—> k, (4%) (5(х)) 


пучка @°(Х; 4). Если теперь к полученному сечению применить 
p(A), то получим вообще говоря разрывное сечение пучка 4, 3a- 
даваемое формулой 

х— hy (AR, ©) ($ 
где 


hy (A): @°(Х; 9) (&) > A (x) 


есть отображение, которое сопоставляет каждому ростку сечения 
(непрерывного или нет) пучка ‹ в точке х его значение в xX. Чтобы 
закончить доказательство соотношения (А), осталось доказать, что 


в, (Фо, (4) =1, 
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Но это тривиально, так как если элемент 5 из 6 (х) представить 
ростком непрерывного сечения в точке х, то значение этого ростка 
в хи есть 5. 

Установим теперь равенство 


(В) po(C* p)= po(p#C). 


Ha этот раз речь идет о гомоморфизмах функторов C3->C, т. e. 
о гомоморфизмах пучков 


F(X; A> F(X; A) 


для любого пучка 4. Нам нужно выяснить, как действуют эти гомо- 
морфизмы на непрерывное сечение $ пучка «Я 2(Х; A) над открытым 
множеством U, т. е. на вообще говоря разрывное сечение $ пучка 


F(X; A= @°(Х; @°(Х; A)) 


над Ц. Результат при этом должен быть не обязательно непрерывным 
сечением пучка ‹ над 0. 


Для каждого Хх. СИ элемент $(ху) является ростком не обяза- 
тельно кепрерывного сечения пучка @°(X; Я) в точке ху, т. е. его 
можно представить вообще говоря разрывным сечением 


X1—> 8(Xq, XE @°(Х; A) (а) 


пучка @°(X; 4), определенным в окрестности точки x) или даже, 


если угодно, на всем U. Элемент s(Xp, X,) в свою очередь является 
ростком вообще говоря разрывного сечения пучка ‹ в точке xy, 
следовательно, представляется отображением 


Ха —> Sin 1 х) Е A (хо), 


определенным в окрестности точки x, или даже во всем U, 
Выясним теперь, как действует po(C # p), т. е. гомоморфизм 
пучков р (4) °С [р (|, на сечение $. Положим для краткости 


= 0°(X; д =, A= CUX; CX; №) = С (4) ит. д. 


Гомоморфизм пучков 


рф: A> £9 
индуцирует для каждого x € X отображение 
Py (A): A(x) > A(x) 


соответствующих слоев. Так Kak C(p(v€)) есть гомоморфизм пучков 
-С (1!) >С (A), полученный применением функтора С к р(%), та 


20 Р. Tomeman 
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ясно, что сечение пучка С (4) = 1, являющееся образом сечения $ 
при гомоморфизме C(p(4)), будет представлено вообще говоря 
разрывным сечением 


x—> p, (A) (s(x)) 


пучка €°, Далее, элемент s(x) из vf! (x) представлен в 4 функ- 
цией 5(х, x1, х.) от переменных х,, x,€ И. По определению гомо- 
морфизма р отсюда следует, что D(A) ($(х)) является ростком 
не обязательно непрерывного сечения пучка ‹& в точке х, предста- 
вленного функцией х—5(х, X,, х)). Применяя р к полученному 
результату, видим, что образ сечения $ при гомоморфизме ро (С * р) 
есть не что иное, как вообще говоря разрывное сечение 


х—>$(х, х, Xx) 
пучка #4 над U. 

Выясним, наконец, как действует ро(р*+С) на $, т. е. найдем 
образ сечения $ при гомоморфизме пучков р (vt)o p(C (A)). Прежде 
всего нужно найти образ сечения $ при p(C(4£)), т. е. применить р 
к $, рассматриваемому как непрерывное сечение пучка @°(Х; 
@°(X; C(A))). Получается, очевидно, не обязательно непрерывное 
сечение пучка С (4) ==, представленное отображением x —> 
—> s(x, х)6 (х). К полученному сечению следует еше применить 
p(A), но так как 5(х, x) есть росток, определенный в точке + 
не обязательно непрерывным сечением 


ж—5(х, х, Xq) 


пучка 4 над U, то ясно, что получим вообще говоря разрывное 
сечение 
х—> $ (х, x, x) 


пучка ‹& над U. Сравнивая этот результат с формулой, полученной 
для ро(С*р), убеждаемся в том, что тождество (В) справедливо. 

После того как доказаны (А) и (В), можно применять метод пре- 
дыдущего пункта. Этот метод приводит к полусимплициальной 
структуре для функтора 


F(X; A) == («Я “(Х; AY) nso" 


Мы предоставляем читателю убедиться в TOM, что она совпадает со 
структурой, определенной явным образом в гл. И, § 6. 

Хотелось бы улучшить доказательства соотношений (A) и (В), 
изложенные выше, неудовлетворительность которых очевидна. Поло- 
жение было бы вполне прояснено, если бы можно было a priori до- 
казать следующее предположение: для всякого целого и > 0 суще- 


СТАНДАРТНЫЕ СИМПЛИЦИАЛЬНЫЕ РЕЗОЛЬВЕНТЫ 307 


ствует единственный гомоморфизм функторов F"(X; A)> 
—‹Я°(Х; М). Можно даже предположить, что единственными 
гомоморфизмами функторов с«ЯР(Х; М) > &“(; A) явля- 
ются гомоморфизмы, получающиеся из неубывающих отсбра- 
жений А, —>А и из полусимплициальной структуры функтора 


A—> F *(X; A). 


5. Полусимплициальные резольвенты. 


В категории пучков множеств с базой Х не возникает вопроса 
о том, является ли «Я*(Х; A) резольвентой пучка vf. Перейдем 
теперь к категории пучков абелевых групп с базой Х и покажем, 
что в этом случае лело обстоит именно таким образом. 

Naa этого вернемся к предположениям п. 3. Пусть имеется кова- 


риантный функтор 
С: ®—%, 


rae ® — произвольная категория, и гомоморфизмы функторов 
k:C°->Cl, р: (2 С, 


удовлетворяющие условиям (A) и (В). В дальнейшем нам нужен бу- 
дет только гомоморфизм А, а гомоморфизм р не будет принимать 
участия в последующих вычислениях. Рассмотрим теперь ковариант- 


ный функтор 
T:&& >A 


со значениями в некоторой абелевой категории 9%. Положим, как и 


в п. 3, 
FO=C,..., РН! = Со", .... 


у № п 
Kak мы уже видели, гралуированный функтор F* = (F Jaro снабжен 
операторами 
а Св В С", 
Поэтому, полагая б 
| п # И 
T° =ToF", Т*=(Т eer 
i 

мы получаем операторы граней T«d, для градуированного функ- 
тора Т*. Так как категория 3 абелева, то можно определить 
дифференциал 


20 Tt, 
задаваемый формулой 
n+) ь 
а, = У (—1)' T# dh. 
i=0 


20* 
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Теперь докажем следующее утверждение: пусть задан гомоморфизм 
функторов 
в: ТС —Т, 


такой, что ho(T*k)— тождественное преобразование; тогда 
для любого XER последовательность объектов u гомоморфизмов 


OST Se NO TSS POS 


точна в категории %. | 
Так как T#k допускает обратный слева, то ясно, что T* k — 


. -1 

мономорфизм. Положим ТГ = 7, 4_=Т*А. Для доказательства 
сформулированного утверждения достаточно построить гомоморфизмы 
функторов 


ИГ" и 
удовлетворяющие соотношениям 
hyd, Ч, 5й,_ =! 


для п>.0. Докажем, что для этой цели подходят гомоморфизмы 


h,=hxC"*?, 


Действительно, левая часть предыдущего равенства переписывается 
в виде 


n+] | п 
oy h, (T * dy) +2 (—1)' (+), = 


=", .(г 4) 4 У (—1)' (Гай, о(Т+а!"\, 
и, следовательно, достаточно доказать равенства 
в °(Т+ а) =1 (120), 
(Те ап) Ин = hy o(T #dy"') Wren: 
Но мы имеем a 
ии (Т+ 4) =(й*С"+") о (Тжй С") = по (Т+)] * С", _ 


откуда получается первое соотношение. Что касается второго COOT- 
ношения, то его можно записать в виде ; 


[+ (сне С" (и С") = (ия С") 5 [Т (С нЕ", 
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При помошь правил (Е) — (У) из п. 1 это соотношение можно свести 
к равенству 


(нА) (в eC’) = (в* С о(Т!= k), 


которое сразу же следует из правила (V) п. 
Вернемся теперь к теории пучков и возьмем в качестве & 
категорию пучков абелевых групп с базой Х, в качестве С — функтор 


A> @°(Х; 4), 


а в качестве Ё — канонический гомоморфизм o£ > @°(X; A), кото- 
рым мы уже пользовались в предыдущем пункте. Полученный выше 
результат можно применить для доказательства того, что «Я “(X; 4) 
является резольвентой пучка 6. Достаточно, очевидно, взять в ка- 
честве Т любой функтор вида 


T, i A-> A(x), 


принимающий значения в категории абелевых групп. Таким образом, 
все сводится к построению для любого х Е Х гомоморфизма функторов 


h,: T,0C—>T,, 


для которого й,°[Т,*А] — тождественное преобразование. Так как 
Т.Е есть не что иное, как вложение 


Е, (A): A(x) > @°(Х; 4) (%), 


то достаточно в силу соотношения й, (.4)о Ё,(@) ==1, доказанного 
в предыдущем пункте, определить й, условием, чтобы оно индуци- 
ровало отображение 


h, (A): C°(X; №) (x)-> A (x) 


предыдущего пункта. 

Описанные метолы применимы не только в теории пучков. Напри- 
мер, они дают новый способ для построения стандартных ком- 
плексов теории ассоциативных алгебр (см. Картан А., Эйлен- 
берг С., Гомологическая алгебра, ИЛ, M., 1960, стр. 218). Для 
этого нужно исходить из алгебры А над коммутативным кольцом A, 
в качестве Я взять категорию А-бимодулей, а в качестве С — функтор 


СХ) =А&$. 
A 


Нужно встать Ha гомологическую точку зрения (что сводится 
К „обрашению стрелок“ в предыдущих конструкциях), так что будем 
иметь формулу 
ЕР, (Х)=А®... @АЗХ, 
A A A 
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содержащую п--1 множителей, равных А. Гомоморфизмы Rk и р, 
т. е. 
R(X): AQX>X, p(X): А®Х>АЗАФВХ, 
А А А A 


определяются с помощью отображений а @ х > ахиа®х —>а®1®х. 
Мы предоставляем читателю проверить, что граничный оператор 
в комплексе Р,(Х) задается обычной формулой. Наконец, для дока- 
зательства того, что F,(X) является резольвентой модуля Х, можно 
применить метод, развитый выше, взяв в качестве 9% категорию 
Д-модулей, в качестве Т— тождественный функтор X—>X из ® 
в ЗС ив качестве 4 — гомоморфизм, определенный формулой 


й(Х): x >1@x. 


Напомним, что гомологическая теория ассоциативных алгебр вклю- 
чает в себя, в частности, теорию функторов Ext и Tor, гомологии 
в группах, гомологии алгебр Ли. Следовательно, эти теории можно 
излагать с помощью симплициальных методов. Так как эти методы 
применимы также и к когомологиям — в смысле Чеха или Гротен- 
‚дика — со значениями в пучках, а также к теории сингулярных го- 
мологий и к гомотопической теории, то кажется оправданным рас- 
сматривать их как один из наиболее важных аппаратов, которыми 
располагает в настоящее время топология. 
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Тензорные произведения. «6 we ee еее. 
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Разложение сечения в мягком пучке . 

Тонкие пучки. ....... . pee 
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Локальный характер размерности в Tapanounanties про- 
странствах ... rae 

Случай компактных пространств | или пространств "Зариского 
Действие непрерывного отображения на когомологии . 
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